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RESUMO

Sdo apresentados neste trabalho algumas aplicagbes de métodos lineares nas estimativas dos pardmetros do modelo intei-
ramente casualizado. Nos propusemos a este trabalho porque os resultados aqui obtidos atendem as necessidades prdticas
na drea de Estatitica, com aplicacdes em Agronomia, Veterindria, Ciéncias Sociais, Biologia e outras. A metodologia que
utilizamos para solucionar sistemas lineares, quando deparamos com matrizes singulares, consiste em “‘diminuir’ o nimero
de colunas da matriz, de maneira que ela se torne inversivo, facilitando assim o desenvolvimento de toda a teoria da estimagao

estatistica.
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1. INTRODUCAO

Solucionar sistemas de equagdes lineares, quando a ma-
triz em questdo é singular, tem sido um dos principais pro-
blemas enfrentados pelos matematicos, especialmente os es-
tatisticos.

Ocorrem situagdes em que a matriz, apesar de ser qua-
drada, n3o é definida positiva, ou, ao menos uma de suas
raizes caracteristicas é nula, ou seu posto é menor que sua
ordem, ndo existindo a sua inversa.

A nogdo de inversa as matrizes singulares tem sido um te-
ma bastante debatido, desde o inicio deste século.

Ao se fazer a opgdo por processos matriciais, para a solu-
¢do de sistemas lineares que deparem com matrizes singula-
res, deve-se utilizar um conceito mais abrangente e menos
restritivo de matriz inversa e, um desses conceitos é o de In-
versa Generalizada.

RAO® encontrou uma Inversa Generalizada para uma
matriz singular que aparecia nas equagdes da teoria dos mi-
nimos quadrados e a denominou pseudoinversa, mostrando
ainda que, na resolu¢do das equagdes normais, a pseudoin-
versa se comporta da mesma maneira que uma inversa regu-
lar de uma matriz ndo singular.

SEARLE!? desenvolveu um algoritmo para se obter
também uma Inversa Generalizada, denominada Inversa
Condicional. MAULE® apresentou um trabalho recente,
onde atorda a Inversa Generalizada de Quadrados Minimos
e a Inversa Generalizada de Moore-Penrose.

Por outro lado, IEMMA?, apresentou uma alternativa in-
teressante para a solu¢do de equagdes lineares cujo sistema é
indeterminado, através da ‘“‘complementac¢ao” do posto da
matriz singular.

2. METODOS
2.1. Modelo Matematico

Estudamos o delineamento inteiramente casualizado,
cujo modelo é

Y-lj:m+ti+eij,comi=1,2,....,1
j= 1,2,....,ni
onde
Yij ¢ a j-ésima observagdo do i-ésimo tratamento;
m € a média geral tedrica, admitida fixa;
t; ¢ o efeito do i-ésimo tratamento, suposto aleatério;
eij sd0 os erros aleatorios, supostos independentes com
distribuicdo normal de média zero e variancia 0%, isto
é, &; v N(O, oze)
Este modelo pode ser escrito na forma matricial, na for-
ma

Y=X3+&
onde
Y ¢ a matriz das observagdes Yij’ de ordem n.x1, com
I
n = ?_ 1 nj, onde n; € o nimero de observagdes do

i-ésimo tratamento;

B € a matriz dos pardmetros m e t, de ordem (I+1)x1;
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X € a matriz dos coeficientes dos parimetros m e tj, de
ordem n.x(I+1);

., de ordem n.x1, onde & v N

& é a matriz dos erros ei]

¢, 102)
2.2. Equagdes Normais

Apresentamos a seguir algumas proposi¢des necessarias
para o desenvolvimento do trabalho, cujas demonstragdes
podem ser encentradas no trabalho de GONCALVES®.

Proposi¢do 2.2.1 — O sistema de equagdes normais é
dado por X’X§ = X’Y.

Proposi¢ao 2.2.2 -Apenas uma restrigdo serd suficiente
para determinar uma solugdo particular do sistema
X'Xg = XY.

Qualquer restricdo que concorde com as condigGes ja
existentes pode ser usada, porém, a mais gerat é
Ei nf;

i = 0. Se tivermos n} = n, = ... = nj uma restri¢do

natural serd £ f; = 0. Pode-se fazer também tﬁp = 0, para um
i
dado p, ou qualquer outra restri¢ao.
Utilizamos neste trabalho a restri¢do Zfi = 0, por ser a
i

mais prdtica e por nfo interferir nas condi¢des iniciais, co-
mo veremos mais adiante.

2.3. Transformagdo da Matriz X'X

Consideremos as equagbes normais X'Xf = X'Y. E
trivial que X’XIf = XY, onde | = EE'I, sendo E uma
matriz elementar da forma:

E=Ey 1+1¢1) - B3, +1¢1) - -+ - Briwi(er) » onde

E;.(c) significa “C vezes a j-ésima coluna somada na

i-ésima coluna™.

Assim, teremos X’X E E'lf = X’Y. Como se sabe, a
matriz X’X ¢ simétrica; para se conservar esta simetria é
necessirio fazermos E’X’X EE"1§ = E’X’Y.

Denominemos A = E’X’XE ¢ A* = E*B,onde Bé a
matriz aumentada do sistema e E* 'E2,I+1(1)

. E3, WHI(2) - E’l +1(1) - A estrela indica que estamos
operando com as linhas da matriz.

Proposigdo 2.3.1 —

(i) Posto de A* =1

(ii) Posto de A =1, onde | é o nimero de tratamentos

do experimento.
" Esta proposicdo nos garante que, para a solugdo do
sistema, podemos retirar uma linha qualquer da matriz A,
sem perda nos resultados. Iremos, pois, retirar a ultima li-
nha da matriz A.

Por outro lado, como utilizamos a restrigdo 2, = O
e, como a matriz resultante do produto Elﬁ seré !
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tAl tl
- t2 t2
E'lz=1|... =i ... | isso possibilita também
1 '
ti+tyt. gl | g
\ /N

a retirada da ultima coluna de A, sem qualquer prejuizo nos
resultados, visto que esta coluna ird se anular ao se efetuar
o produto AE1g.

2.4. Modelo Mateméatico com X'X transformada.

O sistema de equagdes, apos as transformagdes efetua-
das, ficara da seguinte forma:

N np-np Ny-fp. ... peng m G

ny-pnp+np np.. nj t = T1 Ty

Nynp Ny Nytnp... .. ny t T2 - Ty

npy-npnp np.... np oy {I l T T
L \

I I 1 1 1

onde a primeira matriz a esquerda € inversivel, daf a facili-
dade de se estimar os parametros do modelo.

Denominemos a matriz da esquerda por Z'Z, onde

11000..... 0
11000..... 0
Z=| ... ... ...
10100...... 0
10100....... 0
10000 ... .. 1
10000..... 1
I-1-1-1-1 1
1-1-1-1-1 1)
n 1

a matriz das estimativas dos parametros por § e a matriz do
29 membro por Z’W, onde W =Y.

Dai podemos escrever Z’Z § = Z'W, cujo modelo, na
forma matricial, seraW =76 ++ ,onde y = &
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2.5. Equacdes Normais com X'X Transformada

Proposi¢do 2.5.1 — O sistema de equag¢8es normais de
W =128 +v édado por 2’Z§ =
Proposi¢do 2.5.2. — A matriz § é dada por

- A N\

—

=N
i
3
8

2.6. Distribuicdo de W e de 0

Proposi¢do 2.6.1 — W ~ N (Z8 ; 102)
Proposi¢do 2.6.2 —§ ~ N[0 ;(Z’Z) 102]

2.7. Andlise de Varidncia

Para construirmos o quadro de anélise de variancia ne-
cessitamos de alguns resultados importantes, que apresen-
tamos em forma de proposi¢des e teoremas.

2.7.1 Somas de Quadrados

Proposi¢ao 2.7.1.1 — A soma de quadrados de residuos
é dada por SQR = WW — §°Z’W.

Proposi¢ao 2.7.1.2 — As somas de quadrados totais e
somas de quadrados de tratamentos sdo, respectivamente,
dadas por

O SQt =WWwW-C

WUU'w

(ii) SQT = §’Z’W — C, com C = 70 , onde a ma-
triz U € definida como

a
1
1
1
U=|1
1

n 1

Proposigdo 2.7.1.3 — (1) SQt = 213 jyzij —C
y . T2, G?

({)sQT=2 i —CcomC=73

1 ny ’

2.7.2 Componentes de Variancia

Neste topico apresentamos os quadrados médios de
tratamentos e¢ de residuos, denotados, respectivamente, por
QMT e QMR e suas esperangas matemaéticas.

Os quadrados médios sdo definidos da seguinte forma

QMT = SQT ¢ OMR = SQR
I-1 ol
* n?
1 i 1 ) 2 + 02
Proposi¢do 2.7.2.1 — E(QMT) = i (n. -—; %t e

Proposigdo 2.7.2.2. — E (QMR) = o%

2.7.3.Independéncia Estatistica
Teorema 2.7.3.1 — Se W v N(p, v)
() EWAW) = tr(AV) + 1Ay,
(ii) COV(W, W’ AW) = 2VA |, .

Teorema 2.7.3.2 — Se W ~ N (u, V), entdo WAW e
BW sdo independentes se, e somente se, BVA = ¢

Coroldrio 2.7.3.3 — SQT e SQR sao independentes.
Teorema 2.7.3.4 — Se W~ N(i, v),

WAW A X2 [p (A);
idempotente.

U "Al] se, e somente se, AV é

2.7.4 Distribui¢io das Somas de Quadrados

Coroléario 2.7.4.1 — SQR/o tem distribui¢do de
2
X @.-1

Coroldrio 2.7.4.2 — C/o% tem distribui¢do de

1
Il 070020
2Zogn.

Coroldrio 2.7.4.3 — SQT /02e tem distribui¢do de
k 79 3

K comk = VWD,
0% n

X2[1-1

2.7.5 Distribui¢ao nio Central F de Snedecor

Deﬁmgao 2.7.5.1 — SeJarél W1 e W, independentes,
comwy vy (nl sAewy v (n,) , entdo

N F(nl

» Ny 2, onde F é denominada distri-
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buigdo “F de Snedecor” com ny e n, graus de liberdade e
A, pardmetro de ndo centralidade.

Proposicio 2.7.5.2 — M ~,

QMR (I-1;n.-1)
2.7.6 Quadro da Anélise de Variancia

O quadro da anélise de variincia ser4

Causas de Grau de Somas de Quadrados
variagio Liberdade Quadrados médios E(QM) F Fa
X 2,62 QMT F
tratamento I-1 QMT QMT ag * oy QMR (I-1;n.-T)
Residuo ot SQR QMR o’
Total n.- SQt
ni, .
) i=1,2,....,1

com §=ITII (n.- l'——n-j—)’

2.8 Célculo da SQT através da matriz (2'Z) !

Proposi¢do 2.8.1 — A soma de quadrados de tratamento
pode ser obtida da matriz (Z‘Z)'l, através da seguinte rela-
¢ao

SQT =B’ T'! B, onde

B ¢ a matriz das estimativas t;

T! ¢ a inversa da parte da matriz (Z’Z)'l, correspon-

dente as variancias e covaridncias relativas aos t}.

2.9 Compara¢oes Multiplas

Definicdo 2.9.1
Y=a1x1+a2x2+

— Admitamos uma fun¢do linear
*+ayxy. Se tivermos 2;‘31 =0, dize-
mos que Y é um contraste da varidvel x. Se, ao invés das
varidveis X; tivermos médias, teremos um contraste de mé-
dias.

Defini¢do 2.9.2 — Consideremos a estimativa de um con-
traste Yh= cymy +Comy + ... + ¢ymy. A estimativa de
sua variancia, admitidas todas as médias independentes, se-

ra
W) = €3 V() + €3 V(imy) +. ...+ CF V(i)

Defini¢do 2.9.3 — Admitamos as seguintes estimativas
de contrastes.

Yl = a1m1+32m2+ “'+alﬁll [ Yz = blﬁll+b2m2+ PP +blﬁll
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A estimativa da covariincia entre estes dois contrastes é
definida por

COV (Yl,Yz) = albIV(r}ll)+azb2V(ﬁ12)+ P +aIva(ﬁ']I)

Defini¢do 2.9.4 — Dizemos que dois contrastes sdo or-

togonais entre si, se a covaridncia entre eles for nula.

Defini¢do 2.9.5 — Podemos confrontar um contraste
itravés do teste t. Usualmente confrontamos com zero. A

sstatistica t assume, neste particular, a seguinte forma.

. Y-0o ¥
NI RYA 42

3. CONCLUSAO

3.1. A matriz XX, ap0s sofrer a transformagdo imposta,

passa a ser denominada de Z’Z e sua forma ¢ a seguinte

( n. nyng nynp. ... nI-l'an
n-ny n1+n1 np.... ny
2’7 = ny-Ny ny ny+ny ny
O T N L Sl
I 1

A matriz X’Y também se transforma e, com a denomi-

nagdo de Z'W, passa a ser

7 N
G
W = T2—TI
T
I-1 'TI
1 1

Finalmente, a matriz § passa a ser denominada de g
e tem o seguinte aspecto
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m

|

o
)

I 1

3.2. O efeito estimado do I-ésimo tratamento é obtido
da seguinte maneira

3.3. A matriz de dispersdo de § ¢ dada por
DO) = (@zzy! o

3.4. Apesar das transformagdes efetuadas, ndo ocorre ne-
nhuma mudang¢a no cilculo das somas de quadrados. Ape-
sar da auséncia do efeito estimado do I-ésimo tratamento
na mdtriz @, teremos as somas de quadrados de tratamento
calculadas do modo usual, isto é,

A 2
SQT=0ZW-C=% — —C
i ﬂi

3.5. O quadro da anilise de variancia, para o modelo in-

teiramente casualizado, serd

Causas de graus de somas de Quadrados
vanagdo liberdade quadrados médios E(QM) F_F
tratamento  1- | SQT QMT az+§02‘ QM: F(I I;n.-D)
residuo n.-l SQR QMR ug
TOTAL n. -l SQt
onde
T2
“ 1
SQT=6ZW—-C=3— —C
1 n.
1
) 2
SQt=WW-C=% Y2 -C;C=—
1 y n.
Q SQR
SQR =SQt —SQT ;QMT = — ; QMR = P
- n.
¢ I z nj
(= —(-L1—) ,i=12...., I
I-1 n -1
J - s~ ) ni

3.6. Toda a metodologia desenvolvida no presente traba-
lho, envolvendo apenas o modelo inteiramente casualizado,
pode ser estendida a outros delineamentos, com a mesma

facilidade na aplicagdao dos conceitos.

ABSTRACT

Here we give some applications of linear methods in the estimates of parameters of one-way classification. We proposed
this work because the results obtained are suitable for practical necessities in statistics with applications in agronomy, veteri-
nary, social sciences, biology and other sciences. The method used here to solve a system of linear equations, when its matrix
is singular, consists of reducing the number of columns of the matrix, in such a manner that it turns out to be practically
inversive, thus simplifying the development of the theory of Statistical Fstimates.

KEY-WORDS: Elementary matrix, Matrix of dispersion, Sum of squares.
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