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RESUMO

O presente trabalho pretende ser uma divulgagdo bdsica dos conceitos fundamentais da Teoria de Conjuntos Fuzzy, como
uma forma de mostrar um novo enfoque de Matemdtica, da qual jd existem estudos especificos no terreno da Topologia,
Espacos Vetoriais, Medida e Integragdo, Estatistica, etc. Tem os seguintes objetivos: lo. comparar estes novos conceitos com
os conceitos tradicionais da teoria de conjuntos cldssica e; 2o. tentar de forma diddtica, interpretar este novo modelo matemd-
tico, que reflete, de maneira mais clara, 0 comportamento humano.

PALAVRAS-CHAVE: Modelo matemdtico, Conjuntos fuzzy.

1. INTRODUCAO

A teoria cldssica de conjuntos sobre a qual descansa todo
o aparato matematico tradicional, baseia-se fundamental-
mente em uma logica bivalente, no sentido de que dado um
universo X, a qualidade do membro de um elemento x em
um subconjunto A de X, é uma nogao do tipo tudo ou na-
da. Mais ainda, se acostumou a dizer que um conjunto A fi-
ca plenamente definido se dado um elemento x de X é pos-
sivel decidir, sem lugar a duvida, se x pertence ou ndo per-
tence ao conjunto A.

Fica assim entdo modelada uma situagao de verdadeiro-
falso que, na realidade, ndo reflete fielmente o que ocorre,
principalmente com o comportamento humano. Nem sem-
pre as situagdes do mundo real se apresentam no modelo tu-
do ou nada. Existem situagdes que sdo vagas por natureza,
situagOes nas quais o cumprimento ou ndo de um certo pre-
dicado ndo corresponde ao modelo deterministico de sim
ou ndo ainda que a transi¢do entre o cumprimento ou nao
desse predicado seja mais gradual do que brusco. Em termos
de conjuntos, poderiamos dizer que a transi¢do entre X per-
tence a A ou x ndo pertence a A é gradual e ndo determinis-
tico, ficando entdo determinado um conjunto de objetos o
qual, evidentemente, ndo possui fronteiras claras, bem de-
finidas. Isto é na esséncia, o que ZADEH!!*12 propde co-
mo um Conjunto Fuzzy em um dado universo X, e como
consequéncia disto, a fuzzyness de um certo simbolo se in-
terpreta como uma falta ou caréncia de fronteiras bem defi-
nidas do conjunto de objetos ao qual o simbolo se aplica.

Conjuntos Fuzzy sio encontrados frequentemente na
vida real. Por exemplo, um conjunto fuzzy A pode ser o
conjunto de homens baixos (mulheres bonitas) da Univer-
sidade Estadual de Londrina. E claro que existem homens
‘(mulheres) na Universidade Estadual de Londrina que sdo
definitivamente baixos (bonitas) e que, portanto, perten-

cem ao conjunto em questdo; outros que ndo sdo baixos
(ndo sdo bonitas = feias) e que, evidentemente ndo perten-
cem ao conjunto. Mas é 6bvio também que existem os casos
fronteira, isto ¢, aqueles casos em que existe uma situagdo
vaga em torno da pertinéncia e que, incluido, poder{famos
ordenar os elementos duvidosos no sentido de estabelecer
quem tem mais possibilidade de pertencer ao citado conjun-
to.

Tradicionalmente, na teoria cldssica de conjuntos, ao
quantificar a pertinéncia de um dado elemento x de X (uni-
verso) a um certo subconjunto A de X se associa o valor 1 a
todos aqueles elementos que pertencem totalmente ao
conjunto A e o valor zero a todos aqueles que sem lugar de
davida ndo pertencem a A. E natural entdo pensar que no
ambito fuzzy, o grau de pertinéncia ao conjunto A nos ca-
sos fronteira serd um nimero entre zero e um, de maneira
que quanto mais um elemento x pertenga a A, mais perto
de um serd seu grau de pertinéncia e que quanto menos pos-
sibilidade de pertencer tenha um elemento, mais perto de
zero serd seu grau de pertinéncia.

E claro entdo que o uso dointervalo [ 0, 1]= {x €R|

0 < x <1 }como uma escala numérica, nos permite
representar convenientemente o grau de pertinéncia e € evi-
dente também que valores precisos do grau de pertinéncia
ndo existem por si mesmos ainda que eles sejam indices de
tendéncia subjetivamente associados pox uma pessoa ou
grupo de pessoas. Esta situagdo é extremamente clara no
caso do exemplo. O nGimero real entre zero e um que quanr-
tifica, em um momento dado, o grau de pertinéncia de um
elemento x a um dado subconjunto A, pode interpretar-se
como o grau de compatibilidade do predicado associado
com A e o elemento x. Notemos também que, como no ca-
so do exemplo, para conceitos relacionados com uma esca-
la de medida fisica (ordenamento, em geral) a associagdo
de valores de grau de pertinéncia serd, com freqiiéncia, me-
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nos controvertido que para conceitos mais subjetivos e com-
plexos como, por exemplo, beleza.

Sobre o conceito de conjunto fuzzy dado por
ZADEH!!'1? descansa o fundamento da matematica fuzzy
que pretende prover teorias e sistemas mateméticos como
uma nova e poderosa ferramenta para tratar os problemas
do mundo real. Deste modo, estdo sendo investigadas apli-
cagdes desta nova-matematica a aspectos tao diversos como
Teoria de Probabilidades! ®, Analise de Sistemas®, Modelos
de Aprendizagem'®, Teoria do Controle Automatico®,
etc...

2. CONJUNTOS FUZZY

Seja X um conjunto classico de objetos, chamado Uni-
verso e seja X um elemento genérico de X. A qualidade de
membro em um subconjunto classico A de X é usualmente
expressada através da func@o caracteristica do conjunto A,
definida por py : X {0, 1 }tal que

lsex EA

UA(X) =
Osex &A.

Defini¢do 2.1 — Se o conjunto de valores de 11, (x) se esten-
de a todo interva]o [0, 1] C Rentdo A é chamado um con-
junto fuzzy'!

O valor (x) €[0, 1] representa o grau de pertinéncia
de x em A, P cando claro que se 15 (x) = 1 entdo x perten-
ce a A sem lugar de duvida e se HA (A ) = 0 entdo X, com cer-
teza ndo pertence a A. Claramente entdo, A é um subcon-
junto de X que nao tem fronteiras bem definidas. Embora
tenhamos que aceitar a seguinte notacao:

X € A, sse, uA(x) # 0.

O conjunto A é completamente caracterizado pelo con-
junto de pares (X, 1 (%)), X € X; ou seja

A ={x, y ) Ixe X}
Entretanto, ZADEH'* propde uma notagdo diferente:

1)Se X = {x Xy, o x_ }(ou seja X é um conjunto fini-
to), um con]unto fuzzyr}\ em X se denota por:
A= UA(XI)/Xl + ppa(x9)/xy + o+ UA(xn)/xn
n
2 A )rxg
(Na expressao anterior podemos omitir aqueles x € X
tais que pA(x) = 0 dado que o simbolo X é apenas uma
notagdo).

2) Se X nio é finito, A pode denotar-se da seguinte manei-
ra:

A= fx UA(X)/X

Observemos novamente que o simbolo [ é apenas uma
notagdo.

Defini¢do 2.2 - Dois conjuntos fuzzy A, B CX sdo iguais
e escrevemos A = B, se e somente se V x € X, pA(x) =

(x). Notemos que X, o conjunto universo, ndo é
fuzzy. (Evidentemente, ¥ x, ;_?((x) =1).
Defini¢go 2.3 — O conjunto fuzzi A CX se diz subcon-
junto do conjunto fuzzy B CX, e escrevemos A CB se, e
somente se,

UA(X) < uB(x),

para todo x € X.
Defini¢do 2.4 — Para todo x € X o conjunto fuzzy ¢ es-
ta definido por:

Lb(x) =0.

Deduz-se entao, que o conjunto fuzzy ¢ é tnico.

Defini¢ao 2.5 — Seja A um subconjunto fuzzy de X. En-

tdo, para todo x € X.

a) Chamaremos suporte de A; e denotaremos por sopp A,
ao subconjunto classico de X

sopp A = {x€X | ua(x) >0}

b) Os elementos x € X tais que uA(x) = 1/2 sdo chama-
dos elementos em transito de A.
c) A altura de A, denotada por hgt(A), é definida por:

hgt(A) = sup {1 ,(x) | x€ X }
xe X

ou seja, a altura de A é a menor das cotas superiores
do conjunto {py(x) Ix€X } C[0,1].

d) A se diz normalizado se, e somente se, existe x € X tal
que 1z(x) = 1. Claramente, todo conjunto fuzzy A
normalizado possui altura 1.

E interessante a defini¢do de ponto fuzzy dada por F.T.
CHRUSTOPH?.

Defini¢do 2.6. — Um ponto fuzzy p em X é um conjunto
fuzzy com fun¢ao de pertinéncia

y para x = X

up(X) =

0 outro caso, y € (0, 1)

se chama o suporte de p e ao nimero y o valor de p.
Também, diremos que p estd no conjunto fuzzy A e escre-
veremos p € A, se para todo x pertencente a X

) < 1)

Na linguagem da matematica tradicional a defini¢ao 2.6
pode ser expressa na forma: Um ponto fuzzy p em X € um
conjunto fuzzy com fun¢do de pertinéncia U P ~[0,1]
tal que

a) up(x)e (0,1)sex € X,
)up(x)—O sex ¢ X

onde o conjunto X é denomlnado suporte de p.

Vejamos agora alguns exemplos de modo a esclarecer
melhor as defini¢Ges anteriores:

1) Seja X = {n€ N| n< 20 }econsideremoso conjunto

fuzzy A dado por:
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A =0,1/7+0,5/8 +0,8/9 +1,0/10+0,9/11 +0,8/12 +
+0,5/13+0,2/14

(pensemos que os outros niimeros naturais em X pos-

suem um grau de pertinéncia nula).

Entdo A ¢ um conjunto fuzzy, normalizado, de nameros
naturais proximos ou iguais a 10.

Além disso,

sopp A= {7,8,9,10,11,12,13,14 } CX.

2) Consideremos X = R e seja

LA = (1 +x3 1,

para todo x € R.

Um breve estudo desta fungdo nos da os seguintes resul-
tados:

2) 1400 > 0,
b) LA (0) = 1e iy (x) < 1,

¢) lim Hp(x) = 0.

X % o0

Assim,
A=Jgp (L+x%y 1

representa um conjunto fuzzy,  normalizado,
tal que sopp A = R. Este conjunto ¢ um conjunto fuzzy de
nimeros reais acumulados em torno do nimero real zero.
Entretanto, devido a) e ¢) ndo existe nenhum nimero real
do qual possamos dizer que ndo pertenga a A, mas é claro
que a medida que x aumenta ou diminui o seu valor em rela-
¢80 ao real zero, seu grau de pertinéncia vai se tornando
cada vez menor.

3)Seja X = RY = {x € R|x > 0} e consideremos:
pAG) = x(x+ 1) L.
Para todo x € R'g tem-se que:
2) UA(0) = 0;
b) uy(x) < 1;

¢) lim UA(X) =1

X > o0

Com estas consideragdes, podemos dizer que o conjunto
fuzzy A € n3o normalizado, a altura de A ¢ igual a um,
sopp A = R+, com certezaX = 0 ndo pertence a A e que
quanto mais cres¢a x seu grau de pertinéncia serd maior.

E conveniente ressaltar os seguintes fatos:

a) A teoria cldssica de conjuntos passa a ser um caso parti-
cular da teoria de conjuntos fuzzy (isto estard mais re-
forcado ainda em 3 com as operagSes de conjuntos).

b) No fundo, a fun¢do de pertinéncia 14 (x) descreve total-
mente o conjunto fuzzy A. Assim, qualquer fun¢do
f:X = [0,171 ¢, em esséncia, um conjunto fuzzy.
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3. OPERACOES DE CONJUNTOS FUZZY

As operagdes ordindrias de unifo, interse¢do e comple-
menta¢do da teoria cldssica de conjuntos podem ser esten-
didas ao dmbito fuzzy, como o proprio ZADEH!'! desen-
volveu da seguinte maneira:

Definicao 3.1. - Sejam A CX, B CX conjuntos fuzzy com

pa(x) e L?(X)’ respectivamente, suas fungdes de pertinén-

cia associadas.

Entdo:

a) A unido de A com B, denotada por A U B =CCX, se
define como

100 = 11, () V (%)

para todo x € X.
b) A interse¢do de A com B, denotada por ANB =D CX,
se define como:

up(x) = ua(x) A ug(x)

para todo x € X.

Nas duas defini¢ées Ve A indicam o supremo e o Infi-
moem [ 0,1 ] respectivamente.

A generaliza¢do destes conceitos € natural. Sejam 1 um
conjunto de indices e (A;); ¢ | uma colegdo de conjuntos
Fuzzy em X.

Entdo:

a)C= ig 1 Ay sse, yelx) = \I/ {uAi(x) }

D= N A.,sse, un(x)= A x) }.
) e i UD() I {UAi()}
Definigdo 3.2 - Seja A um conjunto fuzzy em X com fungdo
de pertinéncia s(x). Se A denota o complemento de A,
entdo:

ug (X) = 1-up(x)

para todox € X.

Considerando as defini¢des dadas, é bastante claro que

elas nos fornecem a unido, interse¢do e complementagdo
classicas quando o conjunto de valores das fungdes de perti-
néncia se reduzem ao conjunto {0, 1 }. O leitor poderia fa-
cilmente analisar os casos distintos.
NOTA: o leitor interessado em conhecer o fundamento das
escolhas de supremo e infimo como operadores adequados
para definir estas operagdes de conjuntos fuzzy, poderd
consultar 2, Se 4.

3.3. Propriedades das operagdes de conjuntos fuzzy

Sejam A C X, B C X, C CX conjuntos fuzzy. Entdo, a
unido, interse¢io e complementagdo fuzzy satisfazem, entre
outras, as seguintes propriedades:

1-a) AUB =B UA
1-b) ANB =BNA (comutatividade)

2-a) AUBUC)=(AUB)UC
2-b) AN(BNC)=(ANB)NC (associatividade)

3-a) AUA=A
3-b) ANA=A (idempoténcia)
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4-a) AUBNCO=(AUBN(AUC)
4-b) ANBUCO=(ANBYU(ANC)
(distributividade)

59 ANg=¢
5b) AUX=X

6-a) AUgp=A

6b) ANX=A

7-a) ANB=A UB

7-b) AUB=A NB (Leis de De Morgan)
8) A=A (Involugao)

9) Se A CB entioBC A

A validade destas propriedades é evidente a partir das
defini¢bes das operagdes de conjuntos.

Em contrapartida aoc que ocorre na teoria cldssica de
conjuntos, no ambito fuzzy todo subconjunto A de X pos-
sui as propriedades

aA)ANA+# ¢
bD)AUA#* X

Estes fatos, neste novo contexto, nado deve aparecer co-
mo surpreendentes ja que se o conjunto fuzzy A ndo possui
fronteiras bem definidas entdo ¢ claro que o conjunto fuzzy
de A, A tampouco as terd. E natural entdo pensar que A e
A se interceptem. Mas esta interse¢do sera sempre limitada
ja que para todo A X, A conjunto fuzzy.

K=AN K, sse, pK(x) = UA(X) A UA(X)
=inf {up(0 3 1- )< =
Assim,
G0 A ug00 < 2
paratodox € X.

Pela mesma razdo, A U A # X, para todo conjunto
fuzzy A em X, pois

J=AUA, sse, W) = YAV ugx)

| —

=sup {Up(x), 1-up(x) } =
Assim,

1
MOV A(K) > o

paratodox € X.

Digamos por exemplo, que se X representa as 24 horas
do dia e A é o subconjunto das horas de escuriddo, entao
pa(x) mede o grau de escuriddo da hora x. Consequente-
mente € claro que existem horas tanto ao amanhecer co-
mo ao entardecer, em que UA(X) estd proximo de 1/2 (ou
seja as horas em que ndo estd nem escuro nem claro) e,
portarito essas horas estdo perto de pertencer tanto a A co-
mo a A.

NOTA: Fora dessas operagdes de conjuntos fuzzy, exis-
tem outras operagOes tais como as opera¢des andlogas as
operagdes de produto e soma probabilisticas, as opera-
¢Oes de soma limitada, etc., (6, 15, 4) que ndo serdo vistas
aqui ja que escapa ao propésito de difusio basica que tem
este artigo.

4. DIAGRAMAS DE VENN PARA CONJUNTOS FUZZY

E claro que os diagramas de Venn, usados para represen-
tar conjuntos cldssicos, j4 ndo podem ser usados para re-
presentar conjuntos fuzzy dado que estes ultimos nio pos-
suem fronteiras bem definidas. Entretanto, ZADEH!' e
KAUFMANN’ aproveitam convenientemente os graficos
das fung¢bes de pertinéncia para visualizar graficamente os
operadores da teoria de conjuntos fuzzy.

O principio geral para obter estes graficos é o de super-
por as fungdes de pertinéncia e, segundo seja a operagdo
considerada, tomar o supremo, infimo, etc...

A titulo de exemplo consideremos os seguintes conjun-
tos fuzzy A CX, B CX com p(x) € pg(x) respectivamente
suas fung¢des de pertinéncia associadas.
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Finalmente, digamos que sobre o conceito de fuzzyness
na teoria fuzzy (o correspondente a randomness na teoria
de probabilidades) existe outra interpretagdo dada por SU-
GENO’® que s¢ refere principalmente a tratar de quantificar
o grau de subjetividade (grau de fuzzyness) implicito no fa-
to de dar, a priori, um elemento do qual s6 se conhece in-
formagdes vagas (fuzzy) e saber se tal elemento pertence ou
ndo a um subconjunto A de X. Isto da origem 4 Teoria de

medida e integral fuzzy, tema que esta sendo abordado no
projeto de pesquisa “Conceitos e Resultados Fundamentais
sobre Medida e Integral Fuzzy, sua Comparac¢io com a Me-
dida e Integral de Lebesgue e Teoria das Possibilidades™ do
Departamento de Matematica Aplicada da Universidade Es-
tadual de Londrina pelos autores deste trabalho e que sera
motivo de proximas publica¢Ses, com o objetivo de difundir
esta outra parte da Teoria Matematica Fuzzy.

ABSTRACT

This work discusses basic information about fundamental concepts in the theory of fuzzy sets, and presents a new view
point of things existing in various specific studies in the areas of topology, vector space measurement and integration,
statistics, etc. The objectives were: 1. Compare these new concepts with tradicional ones in the classical theory of sets and

2. Try, in the teaching form, to interpret this matematical model which reflects, in a clearer way, on human behavior.

KEY-WORDS: Mathematical model; Fuzzy sets.
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