ANALISE ITERATIVA DAS EQUAGCOES DOS TRES MOMENTOS

JOSE AUGUSTO DE QUEIROZ3

RESUMO

No presente estudo propde-se a solugdo das “equagdes dos trés momentos’ para o cdlculo de sistemas continuos a serem

identificados como vigas continuas, por processo iterativo.

PALAVRAS-CHAVE: Equacoes dos trés Momentos, Iteragdo.

1. INTRODUCAO

As equagdes dos trés momentos, cujas varidveis incog-
nitas representam esses esfor¢os internos solicitantes, geram
equacoes cuja matriz dos coeficientes, tem predominancia
evidente da diagonal. Pode-se, portanto, resolver o sistema
de equagdes por um processo iterativo, através da determi-
nagao de coeficientes que dependem das condi¢Ges geomé-
tricas e fisicas das diversas barras que compdem a viga con-
tinua, e por uma parcela fun¢do do carregamento, posi¢do
deste e das condigGes fisicas e geométricas da barra em que
atuam.

2. DESENVOLVIMENTO
2.1. Fixam-se aqui as seguintes identificagdes:
M, = incognita hiperestética (momento fletor)
ly = termo independente ou momento primério
1, = comprimento da barra entre os apoios

Jix = momento de inércia da barra i-K,

i = extremidade esquerda ou inferior da barra

k = extremidade direita ou superior da barra,

I’ = comprimento elastico (reduzido) da barra,

n
Kpix = Termo de carga dos esforgos externos solicitan-

tes, referido a extremidade i de uma barra qualquer,

Kk =Termo de carga dos esforgos externos solicitantes,
referido a extremidade K de uma barra qualquer,

Tj = coeficiente de transmissao da extremidade i para a
extremidade k da mesma barra,

Ty = coeficiente de transmissdo da extremidade k para
a extremidade i da mesma barra,

Mon = elemento de momento (parcela), fun¢ao do carre-
gamento e posi¢do deste na barra,

Eld = modulo de elasticidade do material de que se com-
poe a barra k-i,

J|, = momento de inércia da secgdo bésica.

2.2. As equagdes dos trés momentos s3o aplicdveis na so-

lugdo dos esforgos internos solicitantes (determinagdo des-
ses esforgos) em uma viga continua, ou em um sistema
estrutural identificado como tal.

2.2.1. Sabe-se que, se 0 material for o mesmo ao longo
de toda a viga, bem como o momento de inércia das diver-
sas secgOes das barras, o comprimento eldstico das barras
podera ser confundido com o seu proprio comprimento. No
caso do exemplo abaixo.
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O sistema de equagdes que resolve os momentos fletores
nos apoios serd :

Lophy + 208y Lyp)My + £yMy = = Kopp = Kogg
Loy + 2L,y + LyghMy + LygMyg = - Kygp = Koys
Loy + 2llgy v Lgyilg + Ly My = - Koy = Kysg
Lyghg + 2Lyg | Lyghhy + Lyshg = - Koys - Koy
Eoyhy + 2Ly, + LoglMg + Loghy = - Kpgy - Kpog

OBS.: O exemplo elucida a solugdo de uma-viga conti-
nua para qualquer nimero de vao, basta assim considerar.

Numa andlise da matriz dos coeficientes do sistema de
equagdes acima, verifica-se que ha uma predominancia niti-
da dos termos da diagonal.
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¢ assim os demais.
Pode-se escrever, fazendo-se a iteragdo de A para B

Voltando-se ao sistema de equagSes, tomando-se como
valores iniciais das incognitas, em primeira itera¢do:

M! = - u

1 0A 12

1 _ '
My Morzz = T1z Mg

v - ]
My Wogsg T T4s My

No sentido inverso ou seja de B para A.

| Ma T Vosss T Toy My - Tgy M3
My s - ugass - Tos M5 Tas My
My = - ugrgs - Tig M7 Toz M3
Wi - voarz T Tor o owy

e assim sucessivamente, até Mn(l) - Mn(l+l)

2.3 Exemplo I — Determinar os momentos fletores sobre os
apoios da viga continua esquematizada, supondo J e E cons-
tantes ao longo de toda a viga

w o Ko1a®ora7E 1AM
'
2(£1A+£12)
Wy - o1 fors oy T
2(1’,21+1’,23) 2(1’,21+1’,23)
, KosgKosa 32
M3 - s T MZ e e
| 208,5,4,,) 208,,485,)
-
w o foseKosstes 54
5 4
2(154+£55) 2(1’,54+£55)
Agora, fazendo-se a iteragdo de B, 5, . . . A, tem-se
. 'Ko43'K045 C oy 443 e L5
Poate e, T alg ety T ale ey
g . Foa Mo YA 12
2e 0L, Loty ey,
Fazendo-se
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TTIMYTE
Fores ” 208,08,

que s3o os termos independentes, ou momentos primarios,!
e
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A solugao ser4 dada pelo produto matricial

t
M, 12 3 0 - 37,50
My Lo} 3 18 6= | - 153,63
My 0 6 24 - (219,63

resultando, Ml =- 1,705 tfm, M2 =.5,68 tfm, M3 =-.7,73 tfm.

No processo iterativo se solucionard o problema com o
seguinte encaminhamento:

. Kor2Kora G4’ 37,5 '
Hoars ° ; ) = .0
208,00, 203+3)
Y TIMITE 153,63
T A NGLE B LE AL BT
e, v2,,0  2(346]
K932t Kos8* L3868 249, 43460-5)
M0238 P : - 9,150
202,02 ) 206+6)

STy, - 0067, - Tyy ot - 0,250
- Ty, s -.0,250 - Ty, - - 0,330
“Hoare “Mor123 “Yo238
-3,125 -§,555 -9,150
a a a a a
A ! ? 3 B
- 3,125 ——> 4 0,520
- 8,035 — o+ 2,00
£ 2,36 ~—— - 7,14
R 5,655
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que sdo os termos independentes ou momentos primarios,
e determinando os coeficientes de transmissdo

-
)
T, = 12 -3 . 0,167
2(£21+£23) 2(3+6)
¢
T, - 21 -3 - 0,250
208,48, 203+3)
¢
T,s - 5 . _¢ - 0,250
2(£32+£3B) 2(6+6)
£ o
T, - 2 . ¢ - 0,333 -
2(£23+£21) 2(6+3)

Fazendo a iteragdo sobre a estrutura, tem-se

Tem-se como resultados do processo iterativo:
M =-1,695tfm M,=-570tfm Mg3=- 7,72 tfm

que, comparados aos resultados “‘exatos’”, praticamente ndo

ha diferenga:

a) E interessante observar, que estando corretos os valores
dos coeficientes Tik e Tkj € Uik pode-se errar durante
a iteragdo que se chegard ao resuftado correto.

b) Os termos de carga K ik ou K> sd0 iguais a soma dos
fatores de carga de 13 espécie, multiplicados por 6(seis)
nos tramos l; € l; respectivamente, portanto ndo hd ne-
cessidade de se ter uma tabela de termos de carga espe-
cial.

¢) No caso de engastamento de extremidade, se fard 1) ,=0
se o engastamento forem 1 e 1’,5 B‘:O se 0 engastamento
for em 5.

d) Os esforgos (momentos fletores nos apoios) sdo obtidos
de uma maneira direta.

e) A convergéncia aos valores finais é rapida.

2.4. No caso do mddulo de elasticidade e momento de inér-
cias das secgOes variarem ao longo da vida continua, to-
mando-se a mesma viga com as caracteristicas de carga do
exemplo anterior, tem-se, para E e J constantes nas barras:
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no sentido inverso

noo. _ _ B
47 7 Mozgs T TagMg - TouMg
L _ ]

M3 Mogza ~ TgsMy - TysM)
n - — n

M3 Moars =~ Tgp X My

e assim sucessivamente até Mr(ll) - MflIH)

2.5. Exemplo: Toma-se o caso da viga do exercicio an-
teriore fazendo Jy4 =1, J5; =1, Jy3=2el3p=2.

I — Fazendo Jb = JlA’ tem-se:

¢ £
I N T A T A L TR B 20N T N ¢ xi_ KOYZ e
L FUN Sattyg 1242 LS 4,
Iy e,
21 23
ey, e 2LEL ELIM, ¢ Bhy m - Ky =k - K 52
21" 21% %23 %, t0s
g Y
32 34
QUM b 2L ey e B M - Ky, 2R oK =
Mz 3pttagts t b t,, Ty
2. 2,
C 43 is
LygMy v ZLLGplighi, v Lygo = = Kogy “ou5 3
43 45
£ Iy
54 5
¢ P M= - K 54k L)
By iy v 2lEL e tgg) iy v Lighy 054 7., tos 1
Fazendo:
25 Py .
1A 2
¢ = K 2 . ? i
ora = Korag €012 7 Korg L Coss - Kpsg
" i 5p
v K. x )
o1a ~ Koqa ¥ Yy otz * Kpyg ¥ 3, Coss ~ Kpsg %1
send b
n : .=
O i tem-se;
J ) ’
ey M, ¢ 2(8 e i+ oy o o -
TAMA Lqprtyhity » £y, Cota = Co1s

1 . 1 1 1
Ma s b T Ay e X205 -7 e Agg 05 T g
) . R
2y, - 3, tys < 3, 2y, < 3 e tig = 3

Determinam-se os termos independentes,

Montando a matriz}_ki, verifica-se que a predomindncia
da diagonal continua evidente, assim:

Kopa R Ay = Ky x dy - Ry My s - 10,6 - 26,7 x 1 - 0 -

2 ia 37,300

Kpgp ® dgp - Kppg x Ay = - 21,33 X1 - 132,5 % 0,5 - 7,480

- - -2 B
KDSYXAS KOSB.X Al idx.‘\(B

< - 32,3 % 0,5 - 117,33 x 0,5 +.3 x 5 = - 109,815

- _ _ '
g o Co1a ” Corg T Eiata
7 1] 1]
2Ly, 2y
Chegaremos a forma mais simples:
! -
Mi 7 Moars
| |
Mg = Worg3 = Tyg x Mg
! - - ]
My Mogsg ~ TysMy

O produto matricial que representa o sistema de equa-
¢Oes que determina a incégnita sera:

t - £
M, 17 3 0 - 37,300
M, 3 12 3| = - 87,480
My 0 3 17 - 109,815

resolvendo tem-se os seguintes valores em unidades de mo
mento:

M;=-1919 My, =-4824 e My = - 7,945

(o]
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II — Para uso do processo iterativo, calculando os coe- 025 075 1
0,25, 0,7,
ficientes de transmissao. Poarz 05 Mgppy Z0ZE Hggsp
' - 3,125 - 7,290 - 9,150
[ A A A A A
o e . s
L. T R A TR 5,125 —— ¢ 0,803
ey, ey 2033 2Ly 23 - 6,487 ————»  + 1,85
+ 1,825 « - 7,30
£ ) 3 .
. B S .25, T, c———— = v 0,166 +—— - 4,661
32 gpgl e} 203+3) IO ES o2k
25721 - 1,959 ——— + 0,490
- 4!975 ———t + 1,244
+ 1,976 « - 7,906
1,206 +—— - 4,824

: = - 1,919 —— + 0,480
os termos independentes serdo:

- 4,834 —— . 1,208
+ 1,986 + 7,942
b1, 206 +—— 4,824
-C -C -2 M - 1,919 — + 0,480
_ . _01ATT012 TIATA - 37,5 —_—
Moals ® - - 3,125 4,828 —— 1,206
202),421 ) 2(3+3) » Lefd I
y C%9215%02s  -s7,45 7 290 e obtém os valores em unidades de momento
013 grey ey, 2(303) ’
M;=-1919 M,=-4824 e M3=-7944
) C %032 %38 tssMs 109,515 o 150 , L
Y9238 T : =9 que praticamente coincidem com os resultados do processo
2(232%34) 7(3+3)
exato.
As vantagens s30 as mesmas enumeradas anteriormente,
sobre o esquema da estrutura monta-se o dispositivo onde se quando da solugao do problema com E e J constantes na es-
processa a iteragdo: trutura.

ABSTRACT

The present study proposes solutions of ‘‘three moments equations” for continuous systems by identifing them as
continuous beams by iterative process.
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