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RESUMO

Este trabalho ndo tem a pretensio nem de ser completo nem tampouco original. O objetivo foi apresentar, via o Opera-
dor Densidade, o Formalismo Matemdtica da Mecinica Quintica de maneira que o mesmo pudesse ser 1util agueles que se ini-
ciam ao estudo deste campo do conhecimento. A vantagem de apresentar tal formalismo via o Operador Densidade reside em
que o0 estado de um dado sistema, assim representado, estard definido de maneira tinica, enquanto que o Ket representando o
estado dindmico de um sistema, quando este é completamente conhecido, é quando muito definido, a menos de um fator de
fase. Este trabalho tem tnica e exclusivamente finalidades diddticas.

1 — AS DESCRICOES CLASSICA
E QUANTICA DOS SISTEMAS
FISICOS

Em Fisica Cldssica o estado dindmico
de um dado sistema estard determinado
em cada instante, desde que se conhega
nesse intante os valores assumidos
pelas varidveis dinamicas associadas
com o sistema. Essas varidveis
dindmicas podem, em principio,
serem todas elas determinadas
simultincamente com infinita
precisdo. O objetivo da teoria cldssica
& enumerar essas varidveis dinamicas
e entdo descobrir e estudar suas
equagdes de movimento.

Em Fisica Qudntica, a rela¢io
entre estados dinamicos e varidveis
dinamicas é muito menos direta.

No processo de medida de uma

dada varidvel dinamica, o estado
dindmico do sistema sobre o qual

a medida é realizada, ¢ em geral
modificado pela intervengdo do ato
de medir. Existe na Mecanica
Quantica uma grande controvérsia
sobre como a gente deve entender

a relagio entre a coisa sendo medida
e o aparelho. Essa modificagao a qual
¢ usualmente negligenciada em
Ffsica Cldssica, deixa de ser negliivel
na esclala microscopica e a mesma

. surge como uma ndo predictivel e
incontroldvel perturbagdo do sistema
e coloca um limite para a precisdo
com a qual as varidveis dindmicas
podem ser, todas elas, medidas

simultaneamente. A Mecinica
Quantica abandona o postulado
fundamental da Fisica Cldssica, de
acordo com o qual todas as vdrias
grandezas pertencentes ao sistema
tomam valores bem definidos em cada
instante de tempo. Desse modo,
podemos sémente determinar para cada
uma dessas varidveis, uma distribuigdo
estatistica de valores, a qual € a lei
de probabilidade dos resultados
de medida, na eventualidade que
uma tal medida seja realizada; isto
¢, em principio ¢ impossivel determinar
todas as varidveis dindmicas com precisao
arbitrdria.

Vemos assim que existe em Fisica
Quantica uma mudanga radical
na relagdo entre estados dinimicos
e varidvels dinamicas, em comparagio
com a Fisica Classica. Isto exige
naturalmente uma mudanga radical
na aparelhagem matemadtica dessa
teoria.

2 — O FORMALISMO MATEMATICO
DA MECANICA QUANTICA

A Mecanica %u{mtica, e de fato
qualquer teoria ), pode ser dividida
em:

(a) — Um formalismo matemdtico
consistindo de um conjunto de
conceitos primitivos, relagbes entre
esses conceitos os quais podem ser
ou postulados ou obtidos por dadas
regras de dedug@o, e uma lei dinamica.

(b) — Regras de correspondéncias,

as quais relacionam os conceitos
tedricos de (a), com o mundo da
experiéncia.

Esta divisdo ndo é de forma alguma
absoluta, mas ela é conveniente
para os propdsitos que temos em
mente. Tratemos portanto de cada
parte em separado.

(a) — Os conceitos primitivos
da teoria quintica sdo aqueles de
sistemas, estado € observével.

(F.1) — A cada sistema corresponde
um espago de Hilbert 3.

(F.2) — Um estado & representado
por um operador densidade p, o qual €
hermiteano, positivo definido e de
trago unitdrio. Isto implica que
qualquer operador estado p pode ser
diagonalizado em termos dos seus
autovetores ' yp

b;an‘wn><wnl (l);

n
com0< p <le

n npn=1.

Um estado puro € caracterizado
pela condi¢do P2 = p. Segue-se que

para um estado puro, existe extamente
um autovalor ndo-nulo de p, digamos

pp=1lepy=0paran+* n.
Neste caso, temos
p=1vn (g (2)

e desse modo um estado puro pode ser
representado por um vetar no espago
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de Hilbert # do sistema.

(F.3) — Um observdvel A ¢
representado por um operador
hermiteano A, atuando sobre o
espago de Hilbert ¥ dos sistema.

Ele tem uma representagdo espectral
A=ZanPy
n
onde os P, sd0 os operadores proje¢ao
ortogonal, os quais relacionam-se aos
autovetores ortonormais de A por
P, = Zla,ay ){a,a, | 3).
a a

Aqui os nimeros -, s30 os autovalores
de A e o parimetro #denota os
autovalores degenerados os quais
sdo associados a0 mesmo autovalor
de A. As somas ficam integrais
no caso de A ter um espectro
continuo.
A equagido
z
n n

A= Py

€ equivalente a afirmacdo de que um
observdvel deve possuir um conjunto
ortogonal completo de autovetores,
ou seja, uma base de autovetores.

(F.4) — O valor médio, ou média,
de um observdvel A no estado p estd dado
por
(A) =T, (pA), 4
onde T, significa o trago do operador
entre parentesis.

Para um estado puro representado
pelo vetor normalizado | y ), a expressao
anterior (4) reduz-se a
XAD=(y Ay Q)

Introduzindo a fungfo caracteristica
f( £ )= (ei£A), podemos obter a
distribuigdo estatistica dos resultados
do observdvel A no estado p, uma vez
que uma distribui¢do estatisitica de
resultados fica completamente
determinada pela especifica¢do da
fungao caracteristica.

(F.5) — Os unicos resultados possiveis
da medida de um observdel A sdo
os seus autovalores, e as probabilidades
de cada um dos seus autovalores ap
podem ser calculados da seguinte
maneira:

No caso de um estado puro
representado pelo Ket normalizado
| ¥ ), a probabilidade do autovalor
an de A estd dada por;

aE](l[/la, ap |2

que no caso nio degenerado se reduz a
<y 1ag ) 2.

(F.6) — A lei dindmica ou equagdo
do movimento depende do sistema
fisico sob consideragdo; isto €, do
nimero de graus de liberdade do
sistema, se o sistema € relativistico ou
ndo. Mas, em cada caso ela pode
ser escrita na forma

(1) = U(t, to) p(to) U1t 10)  (6)
em geral,

ou
b(t) )= U(t, to) | lI’(to) ) €]

para um estado puro, onde U(t, t,) ¢
um operador unitdrio, chamado o
operador evolugdo,

Temos dado essa forma, ndo uma
axiomatizac¢ao da mecédnica quantica, mas
meramente um resumo compacto do
seu formalismo matemdtico, como
ele existe no presente e na prdtica.

(b) — As regras de correspondéncia
devem relacionar os conceitos primitivos
de sistema, estado e observdvel
a realidade empirica. Isto nos
possibilita uma interpretagdo mais
especifica para as médias e
probabilidades introduzidas em (F.4) e
(E.5).

A exigéncia natural colocada sobre
um observdvel, é que seremos capazes
de observd-lo. Mas precisamente, um
observdvel ¢ uma varidvel dindmica
cujo valor pode, em principio, ser
medido. Para varidveis canonicamente

conjugadas, os operadores correspondentes

correspondentes s@o obtidos via a realgdo
de comutacdo candnica de DIRAC

qQp —pq="h Id.

Nio existe regra geral para construir
um inico operador para reprsentar
uma fungdo f(q, p), em virtude da
nao-comutatividade de q e p. Todavia
0 caso mais geral ndo parece surgir
na prdtica.

Observagdo: Notemos que a
axiomatiza¢do da Mecanica Quéntica ndo
nos dd uma maneira de encontrar o
espago de Hilbert J( que corresponde
a um dado sistema fisico, nem os
operadores que correspondem aos
observdveis fisicos, nem o operador
A que d4 a evolugdo em tempo de
dado sistema fisico. Estas escolhas
de J(, os operadores (observdveis)

¢ A vém da experiéncia via certas
regras de correspondéncia entre
Fisica Cldssica e Fisica Quantica.
Desta forma os axiomas nos garantem
a existéncia de ¥(, os operadores
(observaveis) e H.

3 — O OPERADOR EVOLUCAO

Pelo que temos visto no pardgrafo
anterior, a evolu¢do em tempo de
um sistema quantico estd dada no
caso geral por

(1) = U(t, to) Blte) UT1(E, 1) (6),
€ por
Fo))=0 (t, to) | Yt (7)

no caso de um estado puro; onde

U(t, t) = U é um operador unitdrio

ou seja UU*'= U * U=1d (em particular
U*="0-1).

Vamos admitir que o estado do
sistema ¢ perfeitamente bem conhecido,
em um dado instante de tempo tg,
como | Y (ty) ). Entdo de acordo
com a equacgdo (7), o seu estado
| ¥ (t) >em um tempo posterior,
t>t,, vem dado por

[y ())=T(t, to) | ¥ (ty) ).

Algumas propriedades decorrem
imediatamente desta equagdo:

(1) — Para t =t resulta que
Y (1) )= Ulto, to) 1Y (ty) ) e

assim U(t, t,) satisfaz a condig@o inicial.
U(to, to) = Id.

() =<y (O [y (0))=CU(, to)
(¥ (DU, to)($(to)) )=
=Y (to) | U*(L, to). U(t, to)

(¥ (to)) >.= <}1/ (to) 1 ¥ (to) ), uma
vez que U* U=1id,

Esta propriedade nos diz que na
evolug¢do em tempo do sistema, a
normaliza¢do do sistema ndo muda; isto
¢,se 1y (tg) I, entdo (e ll="1
em todos os instantes posteriores
(t>t5).

(3) — Consideremos os instantes de
tempo t, tq, t, e tais que t > 1] > to.
Em virtude da equagio (7), podemos
escrever: :

Ly )>=0(t, t) ¥ (L))
|y (1)) =0(t, to) 1 ¥ (tp)?

e desse modo resulta que

LY (1))=0(t, t1) . Uty, to) | ¥ (to) ).
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Mas em virtude da equagio (7)
R (t) )= U(t, to) [y (to) ).

Portanto, comparando as duas ultimas

equagdes resulta, jd que | W (t,) ) é
arbitrdrio:

U(t, to) = O(t, t1) . Oty to)-

Esta regra de composi¢do do
operador evolugdo € conhecida como
a propriedade de semigrupo de U.

Segue-se desta relagdq pondo
t =1ty que
to) =Id

U(ty, t1) - U(ty, to) = Ulto,

ou seja
Uty to) 2 U7 1(to, t1)-

Vamos a seguir determinar a
equacao diferencial a qual deve ser
satisfeita pelo pperador evolugio.

Um operador unitdrio U-diz-se um
operador infinistesimal se

U = Id +ief,

onde € € uma quantidade infinistesimal
real. Dizemos ento neste caso que
U estd infinitamente préximo a
identidade.

Da condigdo de unitaridade de U ou
seja de

U0*=0*0=1d,
resulta que

(Id — ieF?) (Id + jeF) =Id

¢ em particular que
(fd +ieF) (fd — ieF) = 1d
ou desenvolvendo

—ieF*+ ieP + e2FF* = Id.
Desprezando o termo em €2 obtemos

ieF = ief*e daf F = F*
Desse modo o operador F ¢ hermiteano.
Consideremos agora um instante
~ de tempo t — dt imediatamente antes
de t. Em virtude da propriedade de
semigrupo do operador evolugio U,
temos:

U(t, to) = O(t, t — dt) . Ut - dt, t).

Agora, se dt é pequeno, ento
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U(t, t — dt) é um operador unitdrio
infinitesimal, e o intervalo de tempo
—dt ¢ o seu parametro.

Assim, pelo que vimos antes U(t, t — dt)

=d — { (h =constante de Planck
dividida por 2m)e o fatorﬁ tem sido
introduzido, para que o opsrador A
tenha dimensao de energia
Desse modo, obtemos

U(t, to) = (1d — lh dt {) . U(t — dt, tg)

=0(t —dt, ty) — lh dt 7. 0t — dt, tg)
ou ainda

_dl_ (O(t, to) — Ot —dt, ty) =
t

= i;l A Ut —dt, t).
Fazendo dt = 0, encontraremos

i 99, ) =

que € a equagdo diferencial do operador
evolugdo

Temos entdo o seguinte problema
de valor inicial para o operador evolugdo

A U, ty)

%? U(t, to) = HU(, ty)

U(ty, to)=1d ®8)
Este problema de valor inicial

pode ser transformado na forma

equivalente

U(t, ) =1d _-%fg A0, to)dt. (9)

As equagbes em (8) ou a equagio
integral em (9) expressam a lei
fundamental da evolu¢fo de um sistema
quantico, descrito por um estado puro
L (1),

Consideremos agora o caso geral,
no qual a evolugdo em tempo estd
dada por

o (t) =U(t, to) - pltg) . UL, to).

Ora, as equagGes de movimento do
operador U e do seu adjunto U*estao
dadas, respectivamente, por:

T_HU (10)
e

2 dU* ~ oy
—ih T =0*H an

Derivando com respeito a membro
a-equagio

p(=05 (o) 0",

encontramos
dp = 40/ (to) U*+ U5 (t) - 40,
&t g T

Agora, levando-se em conta as equagdes
(10e (11), obtemos:

dp H oo 1% YA 8 H
et Up(ty) U —U.p(to).U.-lr-l.—-i-..
ou seja

~——=Hﬁ—ﬁH=[ﬂals]) (12)
Que € uma das formas da equagdo
dindmica da mecanica quéntica

4 — AS REPRESENTACAO DE
DE SCHRODINGER E
HEISENBERG

Como temos visto no pardgrafo
anterior, as equagoes

ih ——{t to) = HU(t, ty)

(13)
Ulty, to) = 1d
ou a equagdo Integral

i
Ut ty) = -3 { AU, ty)dt, (14)
expressam a lei fundamental da evolugdo
de um sistema quéntico, descrito por
um estado puro | ¢ (t) ).

Uma expressao equivalente desta
lei € a equagdo Schrodinger ; ou seja, a
equagdo diferencial do movimento
dos estados dindmicos do sistema.

Como sabemos, a evolugdo em
tempo do vetor estado | Y (t) )estd
dada por

1y ()= T(t, to) 1 ¥ (to) ).
Diferenciando com respeito a t

membro a membro esta equagio,
obtemos:

d d .
VO = U 1) Y (o) (15)
Mas,
ih %U(t, to) = H U(t, ty).

Desse modo, resulta que

nh——|w(t)> HUE, to) . ¥ (tp))=
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=H|y ().
A equacg@o

=19 ©)=H16 () (i6)
nos dd a lei geral para a evolugio

em tempo do estado | Ys(t) ) do sistema.
Ela € a forma de SCHRODINGER

ou a equagdo de SCHRODINGER

para 0 movimento do sistema.

Esse modo de descrever a evolugdo
dos sistemas quanticos € conhecido
como a representacao de SCHRODINGER -
Neste tipo de descrigdo dos fendémenos
quanticos, o estado do sistema €
representado por um Ket | ¢ (t) Jem
movimento; enquanto que as grandezas
fisicas, ou pelo menos aquelas que
ndo dependem explicitamente do
tempo, sdo representadas por
observdveis estaciondrios.

Podemos obter um modo de
descri¢do do fendomeno que §é
equivalente ao anterior, realizando
sobre os Kets e observdveis da
representa¢do de SCHRODINGER,
uma transformag¢do unitdria, e
associando as quantidades transformadas
o mesmo significado fisico
daquelas de quem originaram-se. Em
uma tal.transformagéo, e jd que
o operador em consideragdo € unitdrio,
os observdveis transformam-se
em observdveis possuindo o mesmo
espectro de autovalores; 0s autovetores
transformam-se em autovetores;
as relagOes algébricas, as relagdes
de conjugag¢do e os produtos escalares
sao conservados. Desde que as tinicas
grandezas mensurdveis sao0 modulos
de produtos escalares, segue-se
entdo que as predi¢des feitas por
meio das novas grandezas sdo idénticas
aquelas feitas pelas grandezas das
quais elas se originaram via a
transformag@o unitdria.

Convencionamos que nas grandezas
envolvidas, um indice S indica que
estamos na representagao de
SCHRODINGER enquanto que

um indice H, indica que estamos na
nova representagfo, a qual chamamos
de representa¢@o de HEISENBERG.

Pelo que tem sido dito antes, o
ket

b (0= O, to) | W g(tg) ) I17)

o qual representa o estado dinimico
do sistema no tempo,t ¢ transformado
no Ket

| (DY =01t ) vg(h)),

o qual é estaciondrio (constante
em tempo), pois

|V a®= 071 ) 1 g(0)
=01t  to) . Ut to) | W g(to) )

= Ult, t) . U, to) | ¥ slto) )

= Uty to) - 1 ¥ g(to) = Td | ¥ g(to) )
=¥ g(to) ).

De modo similar, um observdvel
Agda Iepresentacdo de
SCHRODINGER transforma-se em

Ag() = 071, 1) - AgUlt, to) (19)
Portanto, um observdvel que estd
inicialmente fixado, transforma-se
um observdvel em movimento,
Assim, a transformacio considerada
nos conduz a uma nova representagio
do movimento, na qual os estados
correspondem a Kets fixos e as
varidveis dindmicas a operadores
lineares em movimento. Chamaremos
a isto a representa¢do de HEISENBERG.
Vamos a seguir obter na representacao
de HEISENBERG as equagdes do
movimento para as varidveis dinamicas.
Podemos reescrever a equagio (19)

como

Ut, to). Ag(t) = Ag Utt, ty), (20)

Diferenciando a equag@o (20)

membro a membro com respeito a
t,encontramos:

d_dtrj(t, to) - Ap(t) + U, to)
(1)

d . od
= = t,t
desde que AS ndo dependa explicitamente

do tempo.
Levando-se em conta que

L d o .
thU(t,TO)= HU(, to),

resulta que a equagdo (21) se escreve
como:

1 -
| U(t, to) - Ag(t) + U(t, ty)

(%AH(t) = As(—iri—ﬂ Ut to)),

ou ainda

U(t, ty)fih d(ti AgH]1=AgHU(, tg) —
—HU(t, ty) Ag(®),

ou ainda

ih —a(:—AH(t) = U1, ty) AqU UKt ty) —
— U1, t ) AU, to) A U, t) Ag(t)
= Ag(t) Ay(t, to) — Hylt, ty) - Ag(®), (22)
onde

Ag(t, to) = U1t ty) . AU, t).

¢ 0 Hamiltoneado de HEISENBERG,

para distingui-lo do-Hamiltoneadeo

de SCHRODINGER H..

Em termos do comutador, a
equagdo (22) se escreve como

iha(:‘AH(t) =[AH(t), Hy(t, t,)] (23).

ABSTRACT

In this work we intend to develop the Mathematical Formalism of Non-Relativistic Quantum Mechanics in terms of
two Basics Operators: Evolution Operator, and Density Operator and some of its properties. This article has didatic purposes.
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