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ANALISE DE PORTICOS NO REGIME ELASTO-PLASTICO

CESAR BALLAROT"I/'I*E HELENA M.C.C. ANTUNES™*

RESUMO

Andlises elasto-plisticas de porticos, constituidos s¢ de vigas e pilares, considerando-se a ndo linearidade fisica do material
e geométrica da estrutura. Como resultados das andlises pode-se ter: os esforcos solicitantes nas barras, as relacées carga-
deslocamentos, a posicdo e ordem de formacdo das rotulas plisticas, a carga ultima e a causa da instabilidade da estrutura,
Sdo considerados, na andlise, o efeito P-Delta, a redugcdo do momento de plastificacdo, a alteracdo da rigidez devida aos esfor-
¢0s axiais e a reversdo de rotagdo de rotulas pldsticas.

1. INTRODUCAO

Com o advento de computadores
eletrdnicos e o desenvolvimento de téc-
nicas matriciais, tornou-se viavel desen-
volver a andlise de estruturas levando
em contra efeitos diversos, na tenta-
tiva de reproduzir o seu comportamento
real em qualquer nivel de solicitagdo.

Muita atengdo tem sido dada na
obten¢do de relagdes carga-deslocamen-
to de porticos planos de muitos anda-
res, utilizados como painéis de contra-
ventamento de estruturas tridimensio-
nais de edificios, considerando o com-
portamento ndo eldstico do material.
A major dificuldade no tratamento
desse tipo de estrutura, levando em con-
ta um comportamento elasto-pldstico
para o material e efeitos de segunda
ordem, se prende ao extensivo trabalho
numérico s6 praticdvel em programas
para computador.

O objetivo do trabalho ora apresen-
tado é a formulagdo de um procedimen-
to numérico e a elaboragcdo de progra-
mas para computador para que se possa
determinar as relagdes carga-desloca-
mento e analisar o fendmeno de insta-
bilidade de pérticos planos, envolven-
do a plastificagdo das se¢des ¢ os efei-
tos de segunda ordem. Visa-se com isso
obter ferramentas que viabilizem a
andlise numérica e consequentemente
a compreensdo do comportamento de
porticos planos quando se considera

a nao linearidade do material e a in-
fluéncia de esforgos axiais na flexdo.

2. HIPOTESES

a) Assume-se para o material um
comportamento elasto-pldstico ideal,
desprezando o encruzamento, assumin-
do a tensio inicial de escoamento
jgual 3 final, assumindo uma reserva
de deformagdo plastica infinita sem que
haja ruptura, assumindo comportamen-
to eldstico na inversdo de solicitagdo,
e assumindo idéntico comportamento &
tragdo e 4 compressdo; com isso resulta
o diagrama tensdo-deformagdo esquema-
tizado na Fig,. 1
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Figura 1 - Diagrama tensdo-deformagdo; mate-
terial elasto-plastico ideal com in-
versdo de solicitagdo.

Um material estrutural que se enquadra a

essas hipOteses € 0 ago laminado a quente.

b) As segdes transversais planas per-
manecem planas na deformagdo, tanto
em regime eldstico como em regime
plastico.

¢) Serd admitida a formagdo de 16-

tulas plasticas a flexdo e serd desprezado
o espalhamento da plastifica¢do ao lon-
go das barras; a plastificagdo serd su-
posta restrita apenas ds rétulas, tendo
o resto das barras comportamento
eldstico.

d) Supde-se assegurada a estabilida-
de fora do plano do pértico,

3. CARREGAMENTO

Serao consideradas cargas gravitacio-
nais e cargas devidas 4 a¢do do vento,
aplicadas aos nés do pértico. De acordo
com o procedimento numérico estabe-
lecido para os pardmetros de carga,
poderdo ser parcialmente ou totalmen-
te varidveis. Dessa forma, poderdo se
estabelecer carregamentos com vdrios ti-
pos de variagio e propor¢do entre os pa-
rametros de carga.

O carregamento ¢ aplicado através
de dois vetores de carga que sfo utili-
zados em duas fases distintas da andli-
se. Numa primeira fase, a estrutura
¢ carregada com os pardmetros do
vetor de carga { Pl que, por sua
vez, ndo deve provocar a plastificagdo
de nenhuma se¢fo das barras, Caso isso
ocorra, O processo € interrompido e
reiniciado com um  { Pf | menor.
Com esse carregamento sao determina-
dos os esfor¢os pela resolugdo do
sisterna de equagdes " Df - = [K]_l.
{pf} e (Ef} =[K1 |Df; atra-
vés do Processo dos Deslocamentos.
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Numa segunda fase, a estrutura
passa a ser carregada com os parimetros
do vetor de carga (Pv), com o qual sdo
determinados os esforgos {Ev} = [K’].
{Dv} . Nessa fase o procedimento
passa a ser iterativo, na qual se conside-
ra a formacdo de rétulas e efeitos de
segunda ordem. Devido a esses efeitos
a matriz de rigidez tangente [K’] ird se
alterando ao longo das iteragdes. A cada
iteragdo € associada a formacgdo de pe-
lo menos uma rétula plastica, que no
caso compOe as ‘‘etapas” dessa se-
gunda fase, ’

Os incrementos de carga, com rela-
¢d0 aos quais se verifica a formagdo das
rotulas plasticas em cada etapa, s@o
obtidos a partir dos fatores de carga
A W;. Esses fatores de carga sdo obti-
dos através dos esforgos Ef, Ev e do
momento de plastificagdo M, relativos
a uma mesma se¢do, através da relagdo
AW; = (Mp — Ef)/Ev. Isto ¢ feito para
todas as se¢des das barras da estrutura
nas quais esses esfor¢os assumem
valores extremos. Com os fatores
A Wj, os incrementos de carga sdo cal-
culados por A W;, {Pv }

O nivel de carga, i.e., a carga acumu-
lada a que fica sumetida a estrutura,
¢ obtida por.

m
(Ph={Pf1+ = aw. {Pv],
i=1

sendo m o ndmero correspondente a
etapa atual na qual se encontra o pro-
cesso de andlise. De forma similar sdo
calculados os deslocamentos acumu-
lados da estrutura, Assim, vdo sendo
estabelecidos os respectivos niveis de
carga e deslocamentos ao longo na and-
lise,

4. ANALISE ELASTO-PLASTICA EM
PRIMEIRA ORDEM

Uma andlise baseada numa deter-
minagdo etapa-por-etapa das relagGes
carga-deslocamento onde rétulas e mais
rotulas plasticas se formam é chamada
analise elasto-plastica, Ao ser iniciada
a analise, toda a estrutura comporta-se
elasticamente até formarem-se as primei-
ras rétulas. A partir daf, as barras da
estrutura continuam a se comportar
elasticamente nos trechos entre 106-
tulas, ou seja, nas se¢des onde o mo-
mento fletor ¢ menor que o momento
de plastificagdo da referida segdo
(M < M,). Depois que determinadas
rétulas pl%sticas se formaram a estrutura
passa a reagir ao carregamento como se
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existissem rotulas reais naquelas se¢des,
incapazes de resistirem a adicionais
momentos flatores, sendo que o mo-
mento naquelas se¢Oes permanece cons-
tante e igual a M.

O procedimento incremental adotado
para computar os fatores de carga AW;,
numa andlise elasto-plastica em la,
ordem, ¢é constituido pelos seguintes
passos:

a) Montagem da matriz de rigidez
[K] a partir da rigidez das barras, usan-
do as caracteristicas eldsticas e geomé-
tricas da estrutura.

b) Inversio da matriz de rigidez
[k] pelo método de Gauss-Jordan.

¢) Calculo dos deslocamentos pelo
sistema_simultaneo de equagSes {D

=K1 - f.}Com esses desloca-
mentos, calculam-se os esforgos JEf}
nas se¢Oes extremas das barras do por-
tico.

r d) E verificado se, com os esforgos
¢Ef} ocorre plastificagdo nas segdes
das barras, em caso afirmativo, sdo re-
duzidos_ os pardmetros de carga do ve-
tor {Pf e retorna-se ao passo (c).

e) com a matriz [K] da etapa atual,
calculam-se os deslocamentos e, com
estes, os esforgos JEV} devidos ao vetor
de carga varidvel (P,

f) Com os momentos fletores dos
pardmetros {EWL e [Ef,}e 0 momento
de plastificagio M, calculam-se os
fatores de carga AW;.

g) Determina-se o menor fator de
carga AW, dentre os calculados no pas-
so (f), que por sua vez se refere a for-
magao da i-ésima rétula pldstica. A me-
nos de um ‘‘erro” pré-ficado de acordo
com a precisdo desejada, sao determina-
dos os “outros” pontos de plastificagao
(rotulas simultaneas).

h) Calculam-se os esforgos e deslo-
camentos acumulados gue sdo atribui-
dos aos parametros (Eg) e {Dy.]

i) Calculam-se as rotagdes das rétulas
com os esforgos e deslocamentos do
passo (h).

j) A partir da terceira etapa verifica-
se a possibilidade de reversdo de rota-
¢do de rotula(s) pldstica(s). Caso isse
ocorra, altera-se a matriz de rigidez
[K], retorna-se ao passo (h), desacumu-
lando-se os pardmetros Ef ¢ Dy e, em
seguida volta-se ao passo (e), repetindo-
se essa etapa.,

1) Altera-se a matriz de rigidez {K]
devido a formagdo de rotula(s) pldsti-
ca(s) dessa etapa, que passa a ser matriz
tangente [K'] a partir da primeira etapa.

m) E verificado se a estrutura atin-
giu a instabilidade, averiguando-se o de-
terminante da matriz de rigidez; caso

esse assuma valor menor ou igual a
zero, admite-se que ocorreu o colapso
pléstico do pértico, o que indica o fim
da andlise; caso o determinante seja
maior que zero, retoma-se ao passo (e),
dando prosseguimento a andlise.

5. ANALISE ELASTO-PLASTICA EM
SEGUNDA ORDEM

Uma estimativa mais precisa das re-
lagbes carga-deslocamento, da capaci-
dade ultima de carga e, também, do mo-
do de colapso de pérticos é obtida por
uma andlise elasto-pldstica em segunda
ordem. De acordo com o comporta-
mento real de barras e pérticos, a partir
da aplicagdo dos primeiros incrementos
de carga ja se manifestam deslocamentos
na estrutura, Com isso, ao ser iniciada
a andlise, tem-se um comportamento
elastico da estrutura, com esses deslo-
calmentos, gerando efeitos de segunda
ordem. Devido a esses efeitos, as solici-
tagoes de flexdo aumentam, antecipan-
do a formagao de rétulas plasticas,
Assim, serd estabelecido um procedi-
mento que intercala efeitos de segunda
ordem coma formagdo de rotulas plds-
ticas, até que ocorra a instabilidade
da estrutura.

Esse tipo de andlise é, de certa forma,
uma combinagdo de uma andlise elasto-
plastica em primeira ordem com uma
andlise elastica em segunda ordem.

Neste trabalho faz-se a andlise de
pérticos considerando-se os efeitos
da plastificagdo de se¢Bes (rotulas
plasticas), do esfor¢o axial na rigidez
dos pilares e na redugdo do momento
de plastificagao, dos deslocamentos ho-
rizontais dos noés (efeito P—Delta)
e da reversao de roétulas pldsticas. En-
tretanto, ndo sdo considerados os efei-
tos da tensdo residual e do espalhamen-
to da plastificacdo ao longo do eixo
das barras,

O procedimento numérico incremen-
tal-iterativo adotado para computar os
fatores de carga (AW;), numa andlise
elasto-plastica em 2a. ordem, é consti-
tuido pelos seguintes passos:

a) Montagem da matriz de rigidez
[K] a partir das matrizes de rigidez das
barras com as caracteristicas eldsticas e
geométricas da estrutura, considerada
descarregada.

b) Resolug¢ao do sistema de equagdes
pelo método de Cholesky com o vetor
de carga ':Pfj .

¢) Com os deslocamentos calculados
no passo (b), acima, determinam-se os
esforcos Ef com os quais ¢ verificado
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se hd plastificagdo nas se¢des das barras;
em caso afirmativo, faz-se a reducdo
dos pardmetros de carga do vetor {Pf} ,
retornando-se ao passo (b); em caso
negativo, passa-se ao passo (d).

d) Resolve-se o sistema de equagdes
pelo método de Cholesky com o vetor
de carga {PV,}e calcula-se os esforgos

{Ev7)Se a matriz de rigidez deixou de
ser positiva definida ou houve inde-
terminagdo na resolugdo do sistema de
equagles, admite-se que a estrutura
atingiu a capacidade ultima de carga
¢ a andlise ¢ finalizada. _

e) Calcula-se o fator de carga AW;
referente a formacdo de rotula(s)
plastica(s) com Mp, da etapa atual,
Caso o esforgo axial de algum pilar
tenha atingido o valor da forga de es-
coamento da se¢do (F > Fy), a andlise
¢ interrompida. Se o fator de carga
AW; for muito pequeno, a andlise ¢
finalziada sob a suposi¢do de que a
capacidade de carga ultima de carga
da estrutura foi atingida.

f) Altera-se a matriz de rigidez
tangente [K’] devido aos esforgos
axiais estimados pelo fator de carga
AW;,

g) Sendo a primeira etapa, sdo recal-
culados os esfor¢os Ey e Ef; a partir
da segunda etapa, sdo recalculados
apenas os esforgos Ey,.

h) Recalcula-se o fator de carga
AW; e testa-se a convergéncia com o
fator do passo (e); se ha convergéncia,
passa-se para o passo (i) e, caso contrd-
rio, retorna-se ao passo (f).

i) Caso a convergéncia do passo (h)
ndo seja alcangada com o nimero ma-
ximo de iteragbes pré-estabelecido, pas-
sa-se a0 passo (j).

j) Determina-se a(s) rotula(s) plds-
tica(s) simultdnea(s), a nienos de um
“erro” pré-fixado de acordo com a
precisao desejada na anélise.

1) Calculam-se os esforgos "{Ef}
e os deslocamentos {Df> acumulados,
através do fator AW; da etapa atual.

m) Altera-se a matriz de rigidez
tangente [K’] devido aos esforgos axiais
“acumulados até a etapa atual. Caso al-
gum pilar tenha atingido a carga cri-
tica, a andlise é interrompida.

n) Calculam-se as rota¢les das ro-
tulas plasticas com os esforgos jEf}
e os deslocamentos {Df}do passo (1).

0) A partir da terceira etapa, veri-
fica-se a possibilidade de reversdo de
rotagdo de rotula(s) plastica(s). Caso
isso ocorra, altera-se a matriz de rigi-

dez tangente [K’], desacumulaam-se os
parimetros {Ef} e {Df} e retorna-se
ao passo (d), repetindo-se essa etapa.

p) Altera-se a matriz de rigidez
tangente [K’] devido a4 formagdo de
rotula(s) plastica(s) dessa etapa. Retor-
na-se ao passo (d), dando prosseguimen-

to a analise,

6. PROGRAMAS PARA COMPUTA-
DOR.

Foram desenvolvidos dois programas,
o PRGMI que fornece resultados da
analise elasto-plastica em 1la, ordem
e 0 PRGMII, em 2a ordem,

7. EXEMPLO

Nesta se¢do propOem-se a andlise
pelo PRGMI e PRGMII, de um portico
cujas caracteristicas elasto-geométricas e
0 carregamento sdo proximos das usuais.

As barras do poértico, se constituem
de perfis padrao americano, produzi-
do por Usina(s) Nacional(s).

Quanto ao carregamento que solici-

tard o portico, tem-se o seguinte:
o caregamento gravitacional € consi-
derado constante e o horizontal varian-
do de um valor inicial até um valor 1l-
timo ao longo da andlise, sendo este
detectado automaticamente.

As caracteristicas eldsticas, geométri-
cas € 0 carregamento sao as que se apre-
sentam a seguir,

Assim, para esse poértico considera-
se um material com E = 2100 tf/cm2,
sendo que as barras se constituem em
perfis I de ago carbono (ASTM A36)
com oy, = 2,1 tf/cmz.

Os dados geométricos sdo apresenta-
dos na Fig. 2(a) e na tabela 1.

Os carregamentos s3o apresentados
na Fig. 2(b).

Os resultados obtidos estdo na fig. 3.

A capacidade ultima de carga foi
atingida tendo se desenvolvido meca-
nismos laterais tanto em primeira
como em segunda ordem (PRCMI e
PRGMII).

Fazendo-se comparagOes entre os re-
sultados obtidos pelo PRGMI e pelo
PRMGII, tem-se os seguintes valores;

AleiDo-PLASTICO

/\Lmua £LisTico

FATOR DA CARGA HORIZONTAL
CARGA GRAVITAC!ONAL CONSTANTE

“~ . ELASTO-PLASTiCO
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SEGUNDA ORDEM

TT

DESLOCAMENTO HORIZONTAL DO NG (D) EM CM

190 27

Figura 2 - Dados do portico.
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Figura 3 - Resultados obtidos pelo PRGM] e PRGMIIL.
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PRGMI  PRGMII TABELA 1
Fator de carga 5,24 4,94
Deslocamento
horizontal 10,48 10,15cm NUMERO DAS
5 BARRAS PERFIL

8. CONCLUSOES

1-2-7-8-13-14 112x 74,4

Os programas PRGMI e PRGMII 3-4-15-16 112x 81,8

sd0 vidveis para analisar os porticos 21-22.27-28 112x 81,4
planos com carregamentos verticais e 5-6-9-10-17-18 115x633
horizontais, fornecendo relagdes carga- 11-12 115x66,5
deslocamento para qualquer combi- 19-20-25-26 115x73,9
nag¢do daqueles carregamentos, levando 23-29 120x121,2
em contra efeitos ndo lineares quer 24-30 120x 1266
fisicos quer geométricos,

ABSTRACT

The aim of the present work is the elastic-plastic analysis of frames, made only beams and columns, taking into account
the geometrical non-linearity of the structure and physical non-linearity of the material, As results from the analysis, it can be
obtained, the internal forces in the members, load-displacement relations, position and sequence of appearing of plastic
hinges, ultimate load and the cause of instability of the structure. The P-Delta effect, the reduction of moments in plastific-
ation, the change of stiffness caused by axial forces in the columns and strain reversal of plastic hinges are taken into account

in this analysis.
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O prefixo A indica umaq

A = 4rea da secgdo tranversal de uma barra;
Df = deslocamento devido ao carregamento constante;
Dv = deslocamento devido ao carregamento varidvel;
D = yetor deslocamento;
E = médulo de elasticidade;
Ef = esforgo devido ao carregamento constante, em coordenadas locais;
Ev =gsforgo devido ao carregamento variavel, em coordenadas locais;
F = esforgo axial numa barra;
Fy = esforgo axial de escoamento de uma barra;
[K] = matriz de rigidez da estruturs;
[K'] = matriz de rigidez tangente da estrutura;
M = momento fletor;
Mp = momento de plastificagdo de uma barra;
Mpr = momento de plasticiagdo de uma barra, reduzido pelo efeito do esforgo axial;
P = carga;
Pf = carga aplicada constante;
Pv = carga aplicada variével;
Pf =vetor dacarga constante;
Pv  =vetor da carga varidvel;
AWi = fator de carga da etapa “'i’’;
€ = deformacgdo {cm/cm);
6y = deformacdo de escoamento (cm/cm);
g = tensdo (kgf/cm?);
oy = tensao de escoamento.

uantia incremental,




