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RESUMO

0 método de trés aproximagdes sucessivas. Hartree-Fock + Tamm-Dancoff + Projegdo é aplicado a um modelo solavel devi
do a Lipkin e colaboradores constituido de N fermions distribuidos em dois niveis de energia N-degenerados e com interac@o
via monopolo-monopolo. Testa-se 0 método comparando seus resultados com as solugdes exatas.

1. INTRODUGAO:

A aproximacdo Tamm-Dancoff + Projecdo é usada na
tentativa de descrever nlcleos atdbmicos do tipo par-par
{nimero de protons e nimero de néutrons par) deformado.
{1, 2)

Como um primeiro passo é usada a aproximacao de
Hartre Fock (HF) para a resolucdo da Hamiltoniana do
sistema. Posteriormente, usa-se o método de Tamm-
Dancoff (TD) no tratamento das interacdes residuais.

Para os nucleos deformados ha, no entanto, uma ‘‘quebra’’
na simetria rotacional tanto no tratamento de HF, como no
tratamento posterior de TD. E necessario entdo o uso do
método de projecdo para obter-se estados com momento
angular bem definidos. :

O proposito deste trabalho é examinar e ilustrar o
método exposto acima aplicando-0 a um modelo

soltvel desenvolvido por H.J. Lipkin e colaboradores3)-
Esse modelo, consiste em dois niveis, cada um com

degenerescéncia igual ao namero de fermions e com
interacdo residual essencialmente do tipo monopolo-
monopolo.

O modelo Hamiltoniano de Lipkin,
além de conter muitas das caracteristicas da Hamiltoniana
nuclear, pode ser resolvido exatamente
pela teoria de grupos. Dai o interesse em se
estudar varios métodos de aproximagdo em problemas de
muitos corpos nucleares, aplicando-os em tal modelo
Hamiltoniano.{3, 4, 5} Nosso objetivo, portanto, é
aplicar a aproximacdo Tamm-Dancoff + Projecdo no
modelo Hamiltoniano de Lipkin e analisar o seu resultado,
comparando-o com o resultado exato obtido pela teoria
de grupos.

. O MODELO HAMILTONIANO

O modelo de Lipkin consiste em um sistema de N
fermions com dois niveis de energia, cada um com
degenerescéncia N. Cada estado é descrito por dois
nimeros quanticos p e 0, onde 0 possui dois valores:

+1 se a particula estd no nivel superior, e -1 se est4

no nivel inferior, e p indica os restantes nimeros
quénticos. As particulas interagem essencialmente pela
via monopolo-moioiolo, a qual espalha as particulas
entre dois niveis, conservando o valor p. O Hamiltoniano
que descreve tal sistema tem a seguinte forma:
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Onde at _ea P, sdo respectivamente operadores d
o o p s de

criacdo e aniquilacdo de particulas no estado (p, 0).
Com o formalismo quase-Spin, o Hamiltoniano de
Lipkin pode ser representado como

v
Hoely + 5 WEraD=el,+ V(JE—Jj (-1

Onde J+, J— e Jo sdo os operadores quase-Spin que
podem ser definidos por:

_ + _ += .
Ji=Zapg 8 =W = Hig)

p “pt1 p-
_1 +
Jo = 2 %20 Oang apg J,

Os operadores JX, J,, e JZ obedecem as relacdes de
comutacdo do momento angular.

As propriedades mais importantes do modelo
Hamiltoniano sdo:

(i) O Hamiltoniano comuta com os seguintes operadores:

J2;‘12 + J2+JQ
X v z

T = e-i"(Jo+ J} Ji=N/2

N =% at
p=% 2 po %
(ii) Uma rotacdo de 180 graus no espaco de quase-spin
ao redor de um eixo no plano xy, aum angulo de 45 graus
em relagdo ao eixo x e y, muda H em -H, os autovalores
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de H aparecem aos pares de sinais opostos e com o mesmo
modulo.

Da propriedade (i) a funcdo de onda exata é autovetor
de J© e é uma combinacdo linear dossautovetores | J,M ) de
J_, mas M diferindo de um nGmero par devido a simetria

(ii}, isto &,

|y =2 al®y, - g+ k+ 20
n (H-2)
k=oou le J N/2

O grau de cada equacao secular ainda é reduzido por
um fator dois pela propriedade (ii). E observando que
o hamiltoniano (l1-1) ndo possui uma dependéncia explicita
em namero de particulas, a solugdo para um dado
valor de J ndo se aplica somente ao multipleto do estado
fundamental J=N/2 mas também aos multipletos
de nimero de particulas maior, tendo o mesmo valor
de J. As expressoes explicitas de energiaN=2,3,4,6 ¢
8 e os valores numéricos para N= 14,30 e 50 em funcdo
do pardmetro VN/€ sdo dados na referéncia (3}

11, HARTRE-FOCK DE SIMETRIA QUEBRADA
(ou HF “deformado’’)

O estado fundamental ndo perturbado,,
Wy =m To<yn® 100 (1 - 1)
é seguramente uma solucdo de HF, pois que a interacdo
s6 produz excitagbes de duas particulas e, assim
automaticamente, obedece a condig¢do de HF {a excitacdo
de uma particula é nula). Essa solu¢do possui toda a
simetria do hamiltoniano (Il - 1), isto é, é autovetor
de J2, operador paridade, e todos os n_.

A solucdo ""deformada” de HF é obtida quebrando
a simetria de "'paridade’”’ 7, mas retendo todas as outras
simetrias. Para tanto, os estados de particulas independente
deformados s&o, obtidos misturando os estados com
um dado valor p e “'paridades’’ opostas (0=JL 1).
A mistura desses dois estados com o mesmo p corresponde
auma rotagdo no espaco de quase-spin, logo o determinante
de Slater ""deformado’ é obtido pela rotacdo do estado
ndo perturbado [\p > no espaco de quase spin. Pode-se
mostrar que a m|n|m|zacao do valor esperado do
hamiltoniano (Il - 1} em fun¢do dos angulos de Euler é
realizada pela rotacdo de um angulo Sem torno do eixo
x (6). Consequentemente, o determinante de Slater,
“defarmado’’ pode ser representado por:

| yg?=U" (6 | 4y
(-2

Sendo U (), operador de rotagdo no espaco de quase-spin
de um angulo § em torno do eixo x.

U(p) =e'i&x

O hamiltoniano (Il - 1), em termos dos operadores
de guase-spin, nas novas coordenadas, fica:

H
}(:6 =Eo+[E+ 2002 (j- 172) ] (U + )
E ,
Sl - e ivng Loy
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As disposices dos operadores de quase-spin sdo tais
que o hamiltoniano esta numa forma normal, isto é,
interpretando os J; em termos de operadores de criacdo
antecedem aos de aniquilagdo. Explicitando:

Jyp=Uty, U

o o
at Uttt U

po

ct=a"

p p+1

operadores de particula

cp =ah 4
b+ = al ,

p o p-1

, operadores de buraco

b =a’

p p-1
J =X ¢t bt

*f p PP
J= ;2 B

(4= (¢t e +btb ) :j=N/2
o 2p pp poUP

S AP -
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¥ c¢rbh, b,
2ppcpp p%p

EO=(xpﬁ|I}Cl !,//ﬁ> = [E+vi? (j-1/2)]

E1=(WBIJCJ’+ le>= in[1-2vE-1/2) |

No método de HF, a minimizacéo de E em fungao
de $ equivale a eliminar, no hamiitoniano, os termos de
criacdo e aniquilacdo dos pares particula-buraco; no nosso
caso corresponde a eliminar os termos gque contém somente
os operadores J’+ e, isio @,

E,=0
1
A equacdo acima resulta em duas espécies de solugbes:

(a) m = sen g =0 = Bo =0 (solucdo trivial, caso

ndo deformado)

=cos 3

{b) &

1
(o] o T2vij- 172 (solucdo deformada)
Como nas ja esperavamos, uma das solucdes de HF (a)
simplesmente o estado fundamental ndo perturbado | Y _ .
A segunda solucdo (b}, caso deformado, so é possivel se

2v(i—;)>1
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Observe que a solugdo deformada possui duas
solucBes em S, de sinais opostos e de mesmo médulo,
significando, entdo, uma espécie de degenerescéncia da
energia de HF, a qual é geralmente associada com um
conjunto de estados coletivos de excitacdo “‘quase
degenerado’’ com o estado fundamental. Se as solugGes
degeneradas de HF possuem fortes componentes desses
estados coletivos, o espectro dos estados coletivos
energeticamente mais_baixos pode ser obtido da solucao
de HF (| ¥ )) restaurando a simetria quebrada, por meio
de projecdo. Para o nosso caso, devemos restaurar a simetria
ligada ao operador de “‘paridade”’ f cujo projetor
correspondente tem a seguinte forma:

P,={1%m)/2 (1 - 4)

E os estados coletivos (’banda fundamental’’} podem
ser expressos por:

]@)=Pi|wﬂo)

Assim, o valor esperado do hamiltoniano fica:

(111 - B)

YR 1301 Q)

_ , L. M8
v —<¢BOIJ£I1,[/BO) 1+ o o

)

O “gap’ de HF {A), isto é, a diferenca da menor energia
da particula independente ndo ocupada pela a da maior
energia ocupada, é exatamente o fator multiplicativo do
operador no segundo termo da expressdo (Il - 3):

A=ty + 202 (i-1/2) =L oovgo2d1 -7

&
IV. METODO DE TAMM-DANCOFF

O método de Tamm-Dancoff consiste em aproximar

os estados mais baixos de excitacao por meio de uma
expansdo truncada de estados de n-particulas e n-buracos
(n=0, 1, 2..., k). Para o nosso problema, os estados de TD
de ordem K < 2j so representados por:

VX |=A° y+2 Al ot Y+
| oX| I‘J’Bo Z AS Py | l'bﬂo
1 Pt M
+3 A2 ottt bt 1,[/60)+...+
PPy P1P2 Pp P1 Py P3

k + o+ 4+

+..+Z
P1P2--Pk

Como nos estamos interessados no caso em que
contém o estado fundamental, o estado de TD deve ser

auto-estado de J2 de autovalor J = j =N/2, ou seja:
k
LX)=2  aX|[y") (v -1)
n=0 N
onde,
nNy_(p N
RPN AR "bﬂo>

O fator de normalizacéo é:

-6

c ¢ b’ .c b Ill/ﬁ)
P1P-Pi P71 P1 P2 Py P P O

ny _ _ 2 2j
(ll/nlll/)—an—(n!) ( J)

n

{1V - 2)

e os elementos de matriz a ser diagonalizada no método
de TD sdo:

YN FC Y™ = @51 - (A% [5G 1/2) ~

3n (j-n/z)]} (Ta-nﬁ (IV - 3a)
i-
a, +1
I Y™ = —in /A% 1 ——— (IV - 3b)
2j-1) A
2 a
n n+2 )=A + 1 n+2 (V - 3c)
Iy 4 2-1NA ¢

IV. METODO DE TAMM-DANCOFF +PROJEGCAO

A funcdo de onda de TD ainda ndo é autoestado do
operador 7, devemos, portanto, restabelecer a simetria,
projetando as suas funcdes de onda, para que sejam

) gquanticamente corretas, isto é,
. k )
TeX)=p |eX)=2 A% [y (V- 4)
- n=0 " -
Ly =p, Y™ (IV - 5)

Assim obtemos diversas bandas de energia da mesma
espécie a da fundamental, bandas com o mesmo valor J =,

(mpz_f\}fifkl‘)/ (&Z_EWZ_E)
Mas, como a superposi¢cdo
* ' n, ,n
(9§|\y>i()=nZnIA?f AR x#EX V)

ndo é nula, precisamos misturar as bandas, geralmente um
namero limitado, as mais baixas em energia, para obter
estados ortogonais, ou seja,

(8 (84 .
igi)=23i|s?if) (IV -7)

Os quais sdo obtidos pelo método variacional,
o
(5130195 _ )
§— =  E =0, o0que resulta naseguinte equacao:
o)

L0
(&ilwi

LX) Y X Xy g« )
% (&él&(lw})BX,—Ei 5(9{_& B B IV 8)

Essa equacdo pode ser resolvida usando o método de
dupla diagonalizagéo.

Os elementos das matrizes da equagdo acima sao
calculados em fungdo de:

n +2

Lo 1 n’ n n’ (R
AR R RE S AR LURE D RS AR
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TRV

2 v -
,(psz 1+n} (iv-9)
(Y \l/">=3”—'{ 6n’ni“)("'+") d‘ (28}, Luv-10)
e 2 G+, +n
onde,
d O =CGmie Wy jmo) (Ve 11)
m, m
eos(\l/nllJCI\pn> sdo dados em (IV -3-a, bec).

Geralmente a aproximacao TD é calculada em primeira
ordem. Por essa razdo, o nosso estudo se limita a
aproximacao de primeira ordem aplicada ao modelo de
Lipkin. No entanto, faremos comentarios no final do
trabalho sobre as aproximagoes de ordens superiores.

Como {Y° | K| \l/1 =0 (condi¢io de HF), a
solucdo TD de primeira ordem é trivial:

o®)=]y°
)= yh)

As correspondentes energias de TD sdo:

™ (P13 14°) 1+ A2
E = =.] =E 1V -12
0 (42 1]40) il 2A I=5 ( )
D =(~p1 IJCI(J)
1 (ol ey
2
SfotE s ] e

As expressGes (IV -9) e (IV - 10), em termos do ““gap” ( A},
ficam:

1+ A2 1
WRIHiv R >()J[—4—A—](1im) (1V - 14-a)
(Y1 Y ]_,>=¢('2) (11)1A+21A A2- 1 (IV-14-b)
2.
Cwliacl v D =i L +A5 g
o 2_. 1 1
X [1£(2i-1) A 2J)A—2J._7]/A
£ A2-3)(A2-1)—A—12]-—_-1—}
(IV-14-¢)
1
Co 219 2) =5 (2550 (1V-15-a)
o Ty _ 4 1 1
(Wil =i/ 1-—3 A2-1 (IV-15-b)
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1
v il =iy UanAzzu}

(IV-15-¢)

RESULTADOS E DISCUSSOES

Na proximidade da instabilidade, A —~>1 ou §—0, de
(tV-15-a) = (IV - 15-c), observamos que os estados
projetados sdo praticamente ortogonais e \ ©)e
| ¥ 1) s3o autotestados quase puros da paridade, o que
ndo & de estranhar, j4 que se $= O temos estado puro de
paridade. Essa pequena impureza, no entanto, é suficiente
na aproximacdo de um par de particula-buraco, para
dar conta da primeira banda (figura 2) ao redor da
instabilidade; mas, ja a segunda banda (figura 2)
falha por completo. Por outro lado, comparando
(b} e (c) (fig. 3), a ordem das paridades na segunda

jbanda com sequéncia dos niveis € s6 explicada misturando

as bandas.

A superposicdo das duas bandas {figura 1), quanto a
funcdo de onda, decresce rapidamente com o crescimento
de“gap” A =3Ue5‘-(1-- ,1\|) e os estados | Y Oe [ Y1)
tendem a ter a mdxima mistura de paridades (v. V.15 a

e IV 15 c). A mistura das bandas cai tdo rapidamente
com o aumento do ‘‘gap”’, quanto maior for o nimero_
de particulas, isto é, o termo (V. 14b) cai com 1/A 2714, o
que pode ser observado pelas figuras 3 e 4, a diferenca
entre (b) e (c} desaparece com o crescimento do ““gap’’
Qutro efeito provocado pelo crescimento do ‘‘gap” é o
colapso de cada banca (V. figura 2), forcando os niveis

a se degenerarem em paridades. Estes resultados
persistem, se a ordem do TD é menor do que (j-1/2)

ou {j-1), os quais sdo consequéncias do comportamento
da fung¢do de rotacggo:

Em (IV-9) e(lV-10)
ORI o CuiH v
URYD S Snnm

n — 1sejéinteiro

para—j+[ ]

Para os valores intermedirios de A, o resultado depende
muito de como os dlm,m’ (2 ) contribuem nas expressdes
{1V -9) e {(IV - 10), por exemplo, observe a figura 2, o
calculo da segunda banda em relacdo a outros valores
do parametro. De maneira geral, a aproximacao
de primeira ordem

n — 1/2 se j é semi inteiro
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em TD, seguida de projecSes aplicados ao modelo de Lipkin, ndo é o crescimento do parametro NV/€, o qual é proporcional
suficiente para explicar a segunda banda da mesma ao “‘gap”’ de HF, torna-se necessario o aumento

especie da fundamental, em oposi¢do ao resultado obtido num cada vez maior da ordem de aproximagédo T.D.

modelo de interagdo quadrupolo-quadrupolo(1 ). Com

ABSTRACT

The three sucessives aproximation Hartree-Fock + Tamm-Dancoff + Projection for many bodies tratament are applied to a
model with exact solution developed Lipkin et al. Luck model is constitued of N fermions in two N-fold degenerated levels
and interacting via monopole-monopole. The metod is tested by comparing its results with the exact solutions.
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