O ATOMO DE HIDROGENIO
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RESUMO

‘Discussdo do problema do atomo de hidrogénio sem levar em conta o spin das particulas interagentes, apresentando-se,
posteriormente, uma solugdo no espaco de momentum. Andlise de uma conexdo entre a equacdo radial para o potencial Cou-
lombiano e a equacdo radial para o potencial tipo oscilador harmonico multidimensional

1. 0 ATOMO DE HIDROGENIO

Embora nio se conhe¢a nenhum processo geral para se
estabelecer uma solugio exata para o problema de muitos
corpos na mecanica qudntica, existe, entretanto, um grande
nimero de métodos e técnicas para reduzir sistemas, em geral
complexos a simples combina¢des de sistema independentes.
Consideremos o caso do dtomo de hidrogénio que é um
problema simples de dois corpos.

O dtomo de hidrogénio consiste de um nucleo com carga

Ze (Z = 1) e um elétron de carga (e). Uma vez desprezado

o efeito de Spin, a interagdo entre estas particulas é de origem
puramente eletrostatica, ou seja, a interagdo Coulombiana:

2
=— a-mn
fry — 17
O Hamiltoniano de tal sistema é
2 2
=P + P 2
2 my 2 my fry — 17l

onde os indices (1) e (2) referem-se ao elétron e nitleo,
respectivamente.

A Equagdo de Schroedinger estaciondria para o tomo de
hidrogénio sera entio:

12 72
12 vy h2v% _ 2

Hy = v =Ey (1-3),

2mj 2my =l

onde E; ¢ a energia total do sistema e y = ¢ (r_l , r—z) uma
fungao que depende das coordenadas retangulares do nicleo
e do elétron.

Usando-se as coordenadas do C.M. (Centro de massa),

R(X, Y, Z), obtém-se uma equagdo separavel que tem por
solu¢do uma fun¢do de onda

YR, 1) =@R)Y(T)

onde

®(R) = Cte (/) P.R (- 4)

O que indica que o movimento do C.M. é andlogo ao de
uma particula livre.
O movimento relativo é descrito por
Y()=y(,6,¢)=R@OY (6,9)

nm n¢ fm
O processo usual para a obten¢ao de tais solugdes é
desenvolvido no apéndice.

-3

2. 0 ATOMO DE HIDROGENIO
NO ESPACO DE MOMNTUM

Sempre que desejamos uma fun¢do de onda no espago

de momentum, o procedimento usual é determind-la no
espago de configuragdo e, posteriormente, determinar

a transformada de Fourier ¢ (p), obtendo assim

a fun¢do no espago de momentum. O que veremos nessa
se¢do é o interessante método devido a Egil A, Hylleraas3,
no qual ele determina a fun¢@o de onda y (p) diretamente
do espa¢o de momentum para o caso do atomo de
hidrogénio.

Vamos escrever o Hamiltoniano na seguinte forma

(aqui estara subentendido que devemos sempre aplicar
sobre uma fun¢ao de onda):

p2—2mE=M

Im-1
r
Multipliquemos pelo lado direito por r
(p2 — 2mE) r=2me? (I - 2)
e quadremos
(p2—2mE)r.(p2—2mE)r=4m2e4 (I1-13)

Usando o fato de que os operadOﬁes p e r satisfazem a uma
algebra ndo comutativa [p, T | =5 podemos calcular

f(p2 —2mE)=(p2 —2mE) 1+ ih 2(p. 1) - + (1) 22
a1r—4)
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Inserindo (I — 4) em (Il — 3), obtemos: potencial do tipo oscilador harménico, a parte angular
- - de ambos serd a mesma, ou seja, tipo harmdnicos
(p2 — 2mE)2 12 + (p2 — 2mE) [2ihp. T +2 (i)2] 4m? e esféricos. Assim, a conexdo se fara na parte radial da
(Il — 5) equagdo de Schroedinger, que, essencialmente, permite
calcular os niveis de energia. Fazendo-se convenientes

Lembrando que no espago de momentum mudangas de varidveis, pode-se obter os niveis de
¢ VEIs, p '
xj = ih &, a equagdo (5) pode ser escrita na seguinte forma; energia do potencial Coulombiano, em termos dos
opj niveis de energia do oscilador harmOnico multi-
dimensional2,

2 A parte radial da equagdo de Schroedinger para os
(p2 — 2mE) [ 32 + a2 Y- ] + (p2—2mE) estados ligados (E < 0) do dtomo de hidrogénio,
a

Px any 'aZPZ de acordo com a segdo (II) é escrita como:
2 2 2 2
2(px 0 +Py 9+ Pz _93 +1]+ - d _R@+ DAY _ZeT Brig(n)=0
3py 3py apy 2m  dr? 2m r2 I
-1
16 7m Rh=0 (I - 6) Vamos definir um argumento (adimensional)
2
Introduzindo-se coordenadas polares no espago de momentum r = (%‘_E_)l_/Z_g = Qo (Il - 2)
p, 0, ¢ essa equagdo é facilmente separdvel. A parte angular mEH

sera novamente dada pelos harmonicos esféricos

@2-2mB) 2+ 2 4 2@*D 4,2 onp

de maneira que a equagao (III — 1) torna-se:

dp? p dp p?
-h2  (-8mEg) d2 2@ +1) 2 (-8mEg)  Ze2
+ —_— —
[2pd_ +2]+16 7mRh=0 a—7) am n dg2 2mg? h? £
dp
Pelos processos usuais, podemos obter os niveis —E } 5 (2, £)=0 (111 - 3)
X H , ¢ Ko
d E=(-
¢ energia ( )‘EB— com
4 ou
Rh=1€" =2 xh
2
2 : 2 -1 d  A(A-2)-40(2+1) Ze2
[ _ 4 — §'2 _
e a fungdo de onda (solugdo) serd: 2
@2 ¢ & ¢ 20BH
2 — . [
Ungm = —5——— PO P EZh e g)eime u©=0 (III — 4)
g2+ DR+ 2 £2+1 s onde foi feita a transformagdo de variavel £ = {2 e,
(I1—8 —a) posteriormente, substituindo na equagao obtida a fun¢do
onde de onda \
o (L8)=¢t"u (§).
g=_ P __np Gosby @) =tMu ) o
5 Atribuindo paraA o valor A =28 + 2 - L, onde L € um inteiro
V(=)2mE  me que pode assumir valores entre 0 e 22 + 1, a equagdo anterior
h torna-se

OBS.: Note-se que as solu¢des obtidas acima coincidem

com as de Podolski e Pauli_ng4, obtidgs através do célculo d2 + N-1 d L@L+N-2) §2 + 27¢2 2m_ 1/2
da transformada de Fourier da fungdo de onda no

espago de configuragdo (Ver equagdo A-12 no dg? ¢ df ¢2 h \-Ey
apéndice). u(t)=0 (I — 5)
onde N = 2A.

3. 0 ATOMO DE HIDROGENIO E O

Vej a ial ilad oni
OSCILADOR HARMONICO MULTIDIMENSIONAL ejamos agora a equagdo radial para o oscilador harmonico

isotropico N-dimensional de massa M, frequéncia e momento

_ ; angular, respectivamente iguais a o e L.
Nas se¢des precedentes, estudamos o atomo de

hidrogénio no espago de configurag¢@o e no espago de [i s N-1 d _LEL+N-2) 2+ 2E |
momentum, respectivamente. Vamos estudar aqui uma 9 )

interessante conexdo entre o 4tomo de hidrogénio e um g ¢ ¢ ¢ e
oscilador harmdnico multidimensional. Dada a mesma

simetria esférica de um potencial coulombiano ¢ um u(§)=20 (11 - 6)
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onde { é um argumento adimensional definido como

VA — =
_ — Vv @(R)=E @(R A—4—a
-y iz, o Ve, R Ecm @®) ( )
h

As dimensionalidades sdo limitadas inferiormente pelo [ _i Ve — i J¥(@)=E v () (A—4-b)
valor N = 2, correspondendo aumvalor L=20+ 1 e 2u r
superiormente por L = 0, quando N toma seu maior valor
N =49 +4. onde M é a massa total (m} + my).

Os niveis de energia do dtomo de hidrogénio sdo obtidos

A primeira dessas equagdes tem por solugdo
tomando-se o valor para L = 0, o que mostra, neste caso, a

correspondéncia com os niveis do oscilador harmdnico w (R)=Cte e(l/ hHP. R (A ~5)

(4% + 4) dimensional, os quais sdo invariantes sob rotagoes i _ =

no espago (4 + 4) dimensional. Os niveis deste oscilador que € uma fungdo de onda plana. Portanto, ¢ (R) representa

serdo da forma: o movimento do centro de massa, tal cozmo uma particula de
EQum = o (2042 +2n),0=0, 1, 2... (111 — 7) massa M = mj + mj, com energia E = p~. Vamos analisar com

2M

e as correspondentes energias do dtomo de hidrogénio mais detalhes a equagdo (A — 4 — b). Uma vez que o potencial

para um dado 2 serdo dadas por: B )
V(r)=2%"_ ¢ de natureza central, as coordenadas esféricas

22e2 { 2m \!/2 _ 2EQHm =4(Q+n+1), (11-38) ; :
" _—-EH o sdo as mais apropriadas ao problema e, nestas coordenadas
o laplaciano ;2 ¢é:
2.4
EH (Q’ n): ——Z—e_in____ ’ (III —9)

2
) 5 w=19 41 fo° , 1 d_ 4
2 (R+n+1)

r ar? r? 262 tgd oo
onde vemos a equivaléncia entre 0 nimero quantico n, definido

para caracterizar os niveis do oscilador harmdnico, e 0 nimero | 32
quintico radial do atomo de hidrogénio. > 5 (A-6)
APENDICE - 1 o ’ Sen<6 09°¢ _
A e}?.l:fga? d.e S’f:hroedlnger estaciondria para o atomo Comparando a parte angular de (A — 6 ) com a expressdo do
de hi rogezmn ¢ 5 5 operador L2 em coordenadas esféricas.
Y= o~ R VTR Y 2 )
m 2 1712 | 2-_pfo2 L1 8,0 2\ (a_7
onde ET € a energia total do sistema e y = ¢ (r 1,1 2) uma \332 tg6 30 Sen2g 3¢2
funcdo dependente das coordenadas retangulares do nicleo d 30 (A—4_b R '
e do elétron. podemos escrever a equagdo (A — 4 — b) na forma:
Se definirmos as coordenadas relativas (x, y, z) e as 2o 42 12 2 3 B
coordenadas do C.M. (X, Y, Z) por: E 4 r+ -1y @)=Ey () (A-8)
X=X] =X, Y=Yl —VY2 2521-2) (A—1) 2 .r dr? w2
R S v-= myyj +mayp 7= mjz) +M2)  Como L2 contém somente a parte angular e [L2, H] =0
M ’ M ’ M podenios tomar solugBes da equagdo (A — 8) na forma:
uma importante simplificagdo pode ser feita, obtendo-se . 5
assim uma nova forma para a equagdo (I — 3) Ly ()=0@+1D)hy(r)
12 2 2 d
B AT S (all VZ_i_]w=ET¢ (A-2) onde

2(my +mp) M 2 L2F(0,9)=2®R+1)h2 F(8,¢).

onde A fungdo 1y (1) satisfaz entdo a seguinte equagdo
. . diferencial:

VC.M.=[a_,.i, v ])v=[-—§—’—§—-)—a—]e 2 2 2 2

oX dY oz ax 9y oz phe L 42, 2@+ ef)

r dr2 2 r2 r
p=- M1 T2 & a massa reduzida. Aequagdo (A —2)¢é X #
1 m2 D) =By

separével, tendo por solugdo uma fungdo na forma de um ¥ (r)=Ey(r) (A-9)

produto de fung0es: B
YR D=¢R®)  ¥) (A-3)

as fungdes @(E_() e Y(r ) satisfazem respectivamente as equagdes:

A parte angular F (6, ¢ )-que satisfaz as equagGes
LZF(6,9)=0(2+1)h2F(6,¢) eL F(6,¢)=mhF (0,¢)
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sdo dadas em termos dos harmonicos esféricos YN (6, ¢ );

e as fungdes de onda para o dtomo de hidrogénio serdo dados
por:

anln(r)z R]’]Q (r) Yg](91¢)7 (AA_ 10)

onde R p ¢ uma funcdo radial para o dtomo de hidrogénio
e satisfaz a equagdo (\A —9), n é o nimero quéantico radial e
Y:Z“ (8, 9 ) sdo os harmdnicos esféricos.

A fornia geral para Rp ¢é a seguinte:

os mesnios da Teoria de Bohr, determinados experimentalmente.
pela série de Balmer. Finalmente. a fungdo de onda total
para o dtomo de hidrogénio sera:

+
ATy ym g6y (A 13
n-9¢-1 Q

n

¢4

A
k(t)  sdo as fungdes de Laguerre
1 T 2Q +1 or
= A = —
fe=\ 3 AL - (A-1D o Flar pfra 102 12,002 | (@)
k(1) k k(1)
e os niveis de energia sdo dados por: @
« ~ Ca
4 L s@o os polindmios de Laguerre: (A —14)
E=-1_ mel (h=4p 42 ) (A 12) k(1)
2 n2n? :
(@ K;“ ("?V (A~ 15)
Os niveis de energia para o dtomo de hidrogénio sdo, portanto, k(1) =0 v
ABSTRACT

The problem of hyvdrogen atom is discussed here. Firstly the solution is presented withour considering the spin of the
interacting particles; secondly it is presented a momentum-space solution for this problem. It is also discussed the connection
benveen the radial equation for the Coulomb potential and the radial equation for the muldimensional harmonic oscillator.
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