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RESUMO

Seja u(z) uma fungdo subarmonica no plano inteiro. Os valores médios
de u(z) s3o definidos como

L) =~ 727 u@efydg e
2 0

§+1 27 .r ify 6
As (1) =27—— " [P u(xe”)x® dx dé
N

Seja a ordem de u(z) p e a ordem inferior A. Além disso, sejan " (r) a medida

positiva associada com u(z). Os resultados mais importantes sio

Teorema 1:  Seja lim sup (inf) X1} L C(D), quando 0 < p < oo,
»00 i

e lim sup (inf) (L) — A5 () ) - Q) .
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Teorema 2. lim sup (inf) 26 A log L(r) p(N).
"o log r

Teorema 3.  Jim sup (inf) log Ag (0= p(N).
"o log r

Os resultados dados acima tém aplicagdes em teoria de fungGes inteiras
de uma varidvel complexa z.

ABSTRACT

Let u(z) be a suharmonic function in the entire complex plane and let
M(r) = max (u(z) ). Then the order p and lower order A of u(z) are defined as
lz|=1

lim supw =p

r"eo  logr

and liminfM(K_) =X
e logr

The mean values of u{z) are defined as follows:

Ly=_b 727 yrel) qo

27 0
_5+1 2 o1 9, .6
and As(r) = Sl u(xe?) x2 dx do .
]
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Let .. ™ (r) be the unique measure associated with the function u(z).
The results obtained in this paper give the growth of these mean values.
The more important results are given below.

Theorem 1.  Let lim sup (inf) » 1} (‘) =C(D) ,0<p<oa,

r’ oo
and tim sup (inf) M0 =4 0 = p(Q) .
e PRO)
Then DO <qeps (120000,
(p+ts+1) @G+1)

Theorem 2. lim sup (inf) log 1) - p(N).
1”00 logr

Theorem 3. lim sup (inf) log As (1) _ (M)
1o logr

The results obtained have applications in the theory of entire functions.

1. Sejau(z) uma fungdo subarménica definida no plano inteiro. Para a
defini¢do e propriedades das fungdes subarmonicas, nés referiremos ao Rado
[ 3]ouRiesz[ 4).Seja u atlnica medida (Veja [ 4 ]) associada com u(z),
definida para todos os conjuntos limitados de Borel no plano. Definimos

B sa(ED) <)

e
M(r) =max [u(z))
lzl < r
A ordem p e a ordem inferior A de u(z) sio definidas como (Veja{ 2 ])
(1.1 lim sup(inf 128 MD -, (A) J o< A € p < = .
r*e log r
Quando 0 < p < oo, definimos
(12 iim sup (inf) ~* ® = ¢ (D)
r!-‘m r p

Os valores médios de u(z) sao definidos por

(1.3) Ln)=->l 27 yelfyas |
2 0
€
8+ 1 .2 r 9, .5
1.4) Ag (ur) = l.8+1f0" fou(xe ) x0 dx do ,

»

parar >0 e 5 > 0.

E sabido (Veja | 3], p. 5-8) que L{u, r) e Ag (u, r) sdo fungdes crescentes
e convexas de log r. Neste trabalho, estudanamos mais algumas propriedades
das I(u,r) e Ag (u, r) e crescimentos delas nas relagdo da fun¢do M(r). Como
nds vamos usar somente uma fungio u (z), escrevemos L (r) e Ag (r) em vez de
L (u, r) e A (u, 1), respectivamente. Suponhamos que u (z) é harmonica numa
vizinhanga de z = 0 e, portanto, u *(0) = 0. Além disso, seja u (0) = 0.
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2. Provaremos agora

Teorema 1.  Seja
lim sup (inf)L(r) — Aé ® - P (Q).
r oo W (0
Entio
2.1
D! y<q<p<s ' (1-_°F
C pth+l (6+1) (p+86+1) C

@) 61 /p

Demonstragdo: Sejam D >0 e C <o . As desigualdades em (2.1) valem
obviamente,se D=0 ou C=c Parae > 0 e k > 1, temos, de (1.2),

2.2) y* < (C+e)rP e

*
2.3 n

(kr) > (D—¢) (kr)? , paratodor> 1y (c).

A seguinte relagio chamada férmula de Poisson - Jensen, foi mostrada por

Hayman [ 1 ]:

i
(24)u(z)—__f§‘n ;RZ_,) u(Rel?)
m R —2:Rcos(6_¢)+,

log |

- R 2% 4y ey
|£|‘r<R R—(z_— 3
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sendoz=relf e 0 <

d¢

r < R.Pondoz=0 em(2.4)e fazendo a integragao

por partes, conseguimos a formula de Jensen para as fungdes subarmonicas,

isto €,

(2.5)
27

Uosn yRrey do = w0 + SRu* (0 do
0 0ot

Usando o fato de que u(0) = 0 e as equagdes (1.5) e (2.5), temos

L -As O - L _(Lm-22] f L dy.
T R ® T

Integrando por partes na expressdo ao lado direito, resulta

L(L) —(rsﬂs (U] =:W)Lrb—‘rr f(f) pt (%) x® dx.

Ou, parak > 1,
(2.6) L(kr) — Ay (k1) _ 0(1)+__‘___
B ut Gen(kn® e
+ 1 kr w " (x) X0 dx.

'y
wr k) ®)? P

(x)x dx +

Como u " (r) é uma fungdo nao-decrescente de r, usando (2.2), temos

mr(p+5+l)

L (kr) — A5 (kr) (C
i W G s D G ()BT

AL RGN )
G+ 1) n (ko) (k)2 +1

parar > [ Tomando limites, nés temos

lim supr L) - A5 () <

C
(0 Dip+5+ KPS

-
r’ oo

+1)

(l_k—(5+l))
@G+

E facil ver que a expressdo ao lado direito ¢ mi nima, quando k = (C/D)l/p.

Substituindo este valor de k, temos

(2.7) P<

1 1— p
G+1) { (p+6+1) ¢

2)<5+1)/p}

De (2.3) e (2.6), temos

L (ke) = Ag (kr) 5 ¢ (14 (D—€) [B+p+i)

(ko) (+8+1) 1" (k) (k)8 *1
+“-(r)r(5+l)(k5+l_l) ,
G+ Du" (k) (knP 1

para todos os valores de r suficientemente grandes. Passando aos limites, temos,

liminf 4D — As (D 5 D

+

re (D C+s+ k@81
—-(6+1
. D a-k-Crh
C@B+1) k

O valor méximo de expressdo ao lado direito ¢ realizado para k = 1. Logo, temos

(2.8) Q>__ D
Cp+5+1)

Combinando as desigualdades (2.7) e (2.8), nos temos (2.1). Isto completa
a demonstragdo do Teorema 1.
A seguir, obtemos as formulas de ordem e de ordem inferior, nos termos
das fungdes L(r) e Ag ().
Teorema 2.  Para a fungdo L(r) definida por (1.3), temos
lim sup (inf) log L(r) _ p(A).
| R log r

(2.9)

Antes de demonstrarmos o teorema, provaremos o lema seguinte:

Lema: Para 0 <r < R, nés temos
R+r
(2.10) L) < M(r) < (ﬁ L(R).
Demonstragao:  Segue-se diretamente da defini¢do de L(r), que
L(r)< M(r).

Por outro lado, consideremos (2.4). Como

RZ ~2rRcos(0 —¢)+1% = (R-1)2,
2 -
e log Iug |> 0 ,para| £ | < R, nos temos que
R(z-¢)
1 2n R+f lr,)
L —— _ .
u(z) 75 IO R u(Re") d¢
Logo, Min< REr (R

R-
Agora, n0s provaremos o Teorema 2.
Usando a primeira desigualdade em (2.10), nds temos

Lim sup (inf) 128 U< tim sup (inpy Lo2 M)
r” oo logr r”ee logr

(2.11)

Substituindo R = 2r em (2.10), temos

M(@)< 3L(2n),
ou, log M(r)  logL(2r) . o(l) .
logr tog r
Ou, passando ao limite,
(2.12) lim sup (inf)M < lim sup (inf)M)_.
1o logr 1’ oo logr

Combinando (2.11) e (2.12), conseguiremos (2.9).
Isto completa a demonstragio do Teorema 2.

Teorema 3.  Se u(z) é uma fungdo subarmonica de ordem p ¢ ordem inferior A,

entdo
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FUEL

log As (1) CENTRO D¢ Seja0 < A < oo, De(2.17), nds temos para e > 0,
(2.13) lim sup (inf) %8s W =p (M), TIENCIAS HUMANAS (A+¢)
r* oo logr H'BUOTECA (U - Ay ()< > 1)
= . B o0 S

Demonstragio: Pela definigdo,

Logo, Ag(t) < 0(1) + (5+1) (A+e)
As () =241 T x 8 g, (A+¢)
P10

ou

timsup 10845 () < A
rYe logr

Como L(r) é uma fungdo crescente, temos Ag (r) < L(r). Portanto, ou,p < A, que vale evidentemente, quando A = .
(2.19) lim sup (inf) '°8 A5 () < lim sup (inf) 108 (L(r)

7o log r oo log r
Reciprocamente, E facil ver a partir de (2.18), que ( L(r) — A5 (r) ) é uma fungao

crescente de r, pois Ag (r) € uma fungdo convexa de log r. Logo,
Ag (20 -_8 L 120 1) 50 ax
(2r)§+l 0
A5 =0(1)+ 2 L0 — A5 () gy
o X
>0 p2r () X0 ax
@ >0+ 72 L - Ay (%)
= J r Lix) — Ag dx
X

> U (11—t .

>0 + (L) — Ag(r) ) log 2.

log A, (2r) log L{r)
Logo, 5 > + 1y .
£° log 2r log 2r ofl)
Ou,
. Pela (2.17), nés temos que

(2.15) tim sup (inf)_1°8 A5 {0 > Jim sup (inny 108 L()

oo logr rt oo logr (L) - As () > r(A=¢
Combinando (2.14) e (2.15) segue-se (2.13), por causa de (2.9). parar=ry,ry,..... » Ty« talquer, "o quandon”e. Logo

log Ag (2r) > (A —¢) logr + o(1),

. , Para r=Try, Iy, ....,T ... ou
Finalmente, nos temos o | R Al e ’

Teorema 4. lim sup M = A

r’e logr

(2.16) lim sup. Ginp 18 LUD — A5 (D) = ;) _ :
logr ou, p > A, que vale, evidentemente, para A = 0. Logo, nés temos p = A.
Da mesma maneira, podemos provar que A = a.
Demonstragio: Seja
Isto completa a demonstragio do Teorema 4.
(2.17) lim o (i) 18D — As (1)) _ Aqm) .
log r 3. Nés aplicaremos os resultados obtidos na se¢io anterior i teoria de
P ¢
fungdes inteiras.
T Ag(ny =5+ Lgr b dx.
emos 5 (D r5+lj0 L(x) x b3

(i)  Como L{r)e A; (r)sdo fungdes convexas e crescentes de log r, podem
ser representadas como

3.1) L(r) = 0(l)+fr' L'(x)dx ,0<r1, <re
Diferenciando ambos os lados, o
y _{+1) § _8+1 r 3 0 _ y
A; (D _7‘3+l (L{n)r _TJO L(x) x° dx ), 3.2 As(r)-0(1)+jr'0A6(x)dx, 0<r, <r
ou
, L A (1
(2.18) A (M= @+1)( 0= L 6&) E fcil verificar que
log(rL’(r) ) _
A integragdo entre os limites t e t d4, G-3 lim suol: (mf)—logr—** pA) e
As = 0D + (s+1) gt LOIZA5 (0 ax. (3.4) lim sup (inf) 1°gl(an ©) - 5(n)
9 r*eo ogr
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(ii)  Sejau(z) = log | f(z)|; sendo f(z) uma fungdo inteira, de ordem p e
ordem inferior A. Entdv u(z) ¢ uma fungao subarménica de mesma ordem p
e ordem inferior A. Além disso, seguindo Hayman [ 1], nés temos

1 * (r) = n(r), onde n(r) representa o nimero de zeros da fungio f(z), no
disco | z | < r. Os valores médios L(r) e Aj (r) sdo reduzidos aos valores
médios geométricos da f(z):

L(r) = log G(r) = 2; f02” log| f(rei®)|do ,

- __&6+1 r 2w 0y, .8
Aa(r)—logga(r)—m fo fo log | f(x ™) | x° dx d6 .

Do Teorema 1, nds temos

(DIC) < lim inf (sup) 198 ( G /85 ) <
(p+5+1) rtoeo n(r)

<1 (1 @ot*lr,
&+1) (p+8+1)

(III) Do Teorema 2, nés temos

tim sup (inf) 108108 G () _ ;.
r’oo log r

(1V) Do Teorema 3, nés temos

lim sup (inf) logloggs () _ (N).

r*oo log r

(V) Do Teorema 4, nés temos

lim sup (inf) log log ( G(l')/85 (r) )=p(k).
r*oo log r
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