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Uma implementação do algoritmo Levenberg-Marquardt dividido 
para aplicações em visão computacional

An implementation of the partitioned Levenberg-Marquardt 
algorithm for applications in computer vision
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Resumo

Em diversas aplicações da visão computacional, é necessário estimar-se, em um modelo, os parâmetros 
que melhor se ajustam a um conjunto de dados experimentais. Nesses casos, um algoritmo de minimização 
pode ser utilizado. Dentre estes, um dos mais conhecidos é o Levenberg-Marquardt. Apesar de diversas 
implementações de tal algoritmo estarem disponíveis livremente, nenhuma delas leva em consideração 
quando a solução do problema conduz a uma matriz jacobiana esparsa. Nesses casos, é possível reduzir 
significativamente a complexidade do algoritmo. Neste trabalho, apresenta-se uma implementação 
do algoritmo Levenberg-Marquardt para os casos em que a matriz jacobiana do problema é esparsa. 
Além disso, para ilustrar a aplicação do algoritmo, ele é aplicado a solução do problema de calibração 
monocular com gabaritos de uma única dimensão. Resultados empíricos mostram que o método converge 
satisfatoriamente em apenas algumas poucas iterações, mesmo na presença de ruído.
Palavras-chave: Algoritmo Levenberg-Marquardt. Calibração Monocular. Algoritmo de Newton.

Abstract

At several applications of computer vision is necessary to estimate parameters for a specific model 
which best fits an experimental data set. For these cases, a minimization algorithm might be used and 
one of the most popular is the Levenberg-Marquardt algorithm. Although several free applies from this 
algorithm are available, any of them has great features when the resolution of problem has a sparse 
Jacobian matrix . In this case, it is possible to have a great reduce in the algorithm’s complexity. This 
work presents a Levenberg-Marquardt algorithm implemented in cases which has a sparse Jacobian 
matrix. To illustrate this algorithm application, the camera calibration with 1D pattern is applied to 
solve the problem. Empirical results show that this method is able to figure out satisfactorily with few 
iterations, even with noise presence.
Key words: Levenberg-Marquardt algorithm. Monocular Calibration. Newton-type algorithm.
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Introdução

Em diversas aplicações da visão computacional, 
como o cálculo da matriz fundamental (ARMANGUÉ; 
SALVI, 2003), a calibração de câmeras (SALVI; 
ARMANGUÉ; BATLLE, 2002; ZHANG, 2000), 
a retificação de imagens (LOOP; ZHANG, 1999) 
e a estimação da transformação entre pontos 
(HORAUD; CSURKA; DEMIRDIJIAN, 2000), é 
necessário estimar os parâmetros de um determinado 
modelo que melhor se ajustam a um conjunto de 
dados experimentais. Normalmente, para uma 
melhor exatidão, um algoritmo de minimização 
não-linear deve ser utilizado. A maioria dos 
algoritmos utilizados são baseados no método de 
Newton (PRESS et al., 1992). Entre eles, salienta-
se o método Levenberg-Marquardt (LEVENBERG, 
1944; MARQUARDT, 1963), bastante utilizado na 
visão computacional sempre que deseja-se ajustar 
um modelo a um conjunto de dados experimentais. 
Como exemplo, pode-se citar os trabalhos de 
(KONEN; TOMBROCK; SCHOLZ, 2007), (SUN 
et al., 2006) e (LERASLE; RIVES; DHOME, 
1999). Este método é uma derivação do método de 
Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algoritmo 
Levenberg-Marquardt é a existência de diversas 
implementações disponíveis (LOURAKIS, 2004; 
MORÉ et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER; 
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas 
(LOURAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de 
uma estrutura, muito comum em problemas da visão 
computacional, que faz com que a minimização não-
linear produza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso 
for levado em consideração, para a estimação de N 
parâmetros, a complexidade do algoritmo reduz-se 
de N 3 para apenas N.

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação 
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em 
problemas que apresentam a matriz Jacobiana 
esparsa. Nesse caso, o laço de iteração é dividido em 
vários problemas menores que possuem apenas uma 

fração da complexidade e são resolvidos muito mais 
rapidamente. Essa implementação foi codificada em 
linguagem do MATLAB® e pode ser executado sem 
modificações tanto no MATLAB® quanto no Scilab® 

e no Octave® .

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação 
proposta ao problema de calibração de câmeras com 
auxílio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Nesse 
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto 
de projeções do gabarito em diversas imagens, 
estimar-se os parâmetros intrínsecos da câmera e 
a localização da cada ponto do gabarito no espaço 
tridimensional. Resultados experimentais mostram 
que o método é capaz de realizar a estimação de 
forma satisfatória e em poucas iterações, mesmo na 
presença de ruído.

Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são 
representados por letras, números ou símbolos em 
negrito. As constantes são expressas por letras, 
números ou símbolos em itálico. Além disso, 
adotou-se a prática notação A-T = (A-1)T = (A-T)1 para 
toda matriz quadrada e inversível.

Considerando o modelo de câmera pinhole 
(FAUGERAS; LUONG, 2001), as coordenadas 
de um ponto 3D no sistema de coordenadas 
do ambiente de uma câmera são apresentadas 
como M = [x,y,z] T e a projeção correspondente 
no plano de imagem I, como m = [u,v]T. Além 
disso, as coordenadas homogêneas de um ponto 
m = [u,v,...]T são representadas por 
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
I3 03

��M, (1)

com

A =




α 0 u0

0 β v0

0 0 1


 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por

�m � A
�
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��M, (1)
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A =




α 0 u0
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 , (2)

onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar

�� − J∆�, (4)
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SCHOLZ, 2007), (SUN et al., 2006) e (LERASLE; RI-
VES; DHOME, 1999). Este método é uma derivação do
método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por
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onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
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T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
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trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.
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No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
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sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A
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Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por
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onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
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método de Newton que é de convergência mais rápida.

Um dos motivos da popularidade do algo-
ritmo Levenberg-Marquardt é a existência de diversas
implementações disponı́veis (LOURAKIS, Jul. 2004;
MORé et al., 1984; PRESS et al., 1992; SHEARER;
WOLFE, 1985). Contudo, apenas uma dessas (LOU-
RAKIS; ARGYROS, 2004) toma vantagem de uma es-
trutura, muito comum em problemas da visão computa-
cional, que faz com que a minimização não-linear pro-
duza uma matriz Jacobiana esparsa. Se isso for levado
em consideração, para a estimação de N parâmetros, a
complexidade do algoritmo reduz-se de N3 para apenas
N .

Neste trabalho, apresenta-se uma implementação
do Levenberg-Marquardt, chamada Levenberg-
Marquardt Dividido, que pode ser aplicada em
problemas que apresentam a matriz Jacobiana esparsa.
Neste caso, o laço de iteração é dividido em vários
problemas menores que possuem apenas uma fração da
complexidade e são resolvidos muito mais rapidamente.
Tal implementação foi codificada em linguagem do
MATLAB R� e pode ser executada sem modificações
tanto no MATLAB R� quanto no Scilab R� e no Octave R�.

Para exemplificar o uso do algoritmo Levenberg-
Marquardt Dividido, aplicou-se a implementação pro-
posta ao problema de calibração de câmeras com
auxı́lio de um gabarito 1D (ZHANG, 2004). Neste
caso, o método é utilizado para, dado um conjunto de
projeções do gabarito em diversas imagens, estimar-se
os parâmetros intrı́nsecos da câmera e a localização da
cada ponto do gabarito no espaço tridimensional. Resul-
tados experimentais mostram que o método é capaz de
realizar a estimação de forma satisfatória e em poucas
iterações, mesmo na presença de ruı́do.

2 Notação

No decorrer do texto, matrizes e vetores são re-
presentados por letras, números ou sı́mbolos em ne-
grito. Constantes são expressas por letras, números ou
sı́mbolos em itálico. Além disso, adotou-se a prática
notação A

−T = (A−1)T = (AT )−1 para toda matriz
quadrada e inversı́vel.

Considerando o modelo de câmera pinhole (FAU-
GERAS; LUONG, 2001), as coordenadas de um ponto
3D no sistema de coordenadas do ambiente de uma
câmera são apresentadas como M = [x, y, z]T e a
projeção correspondente no plano de imagem I , como
m = [u, v]T . Além disso, as coordenadas homogêneas
de um ponto m = [u, v, ...]T são representadas por �m,
isto é, �m = [u, v, ..., 1]T . De forma mais geral, um
ponto qualquer em coordenadas homogêneas é repre-
sentado por �m = [u, v, ..., t]T . Um ı́ndice, se houver,
indica a posição do ponto em um conjunto de pontos.

Com a notação adotada, a relação entre um ponto
3D, M, e sua projeção, m, em uma câmera pinhole é
dada por
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onde “�” indica que os dois lados da equação podem di-
ferir por uma constante, α e β dão a relação entre pixels
da imagem e distâncias no ambiente da câmera, respec-
tivamente, nas direções horizontal e vertical. Já o ponto
m0 = [u0, v0]

T são as coordenadas do ponto central
da câmera. Sendo assim, há apenas quatro parâmetros
intrı́nsecos a serem estimados durante a calibração, ou
seja, α, β, u0 e v0.

3 Algoritmo Levenberg-Marquardt

Considerando a seguinte função não-linear

F(Y) = X, (3)

onde X ∈ IRM e Y ∈ IRN são vetores e M ≥ N .
Freqüentemente, é necessário estimar o vetor �Y que me-
lhor ajusta-se a um vetor �X medido. Esse problema
pode ser reformulado como, dado o vetor �X, encontrar
�Y que minimiza ���, sujeito a �X = F( �Y) + �.

Dada uma estimação inicial �Y, o método de New-
ton (PRESS et al., 1992) a refina assumindo que F( �Y+
∆) = F( �Y) + J∆, onde J é a matriz jacobiana, ou
seja, J = ∂X/∂Y, e ∆ é um que indica um “pequeno”
incremento de �Y. Dessa forma, minimizar ��� equivale
a minimizar
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que é o mesmo que resolver

J
T
J∆ = J

T
�. (5)

Além disso, a solução refinada, �Yr, é dada por

�Yr = �Y + ∆ (6)

e pode ser melhorada iterativamente.

Levenberg (LEVENBERG, 1944) propôs uma
alteração no algoritmo de Newton para acelerar sua con-
vergência, ou seja, a equação (5) é substituı́da por

�
J

T
J + Iλ

�
∆ = J

T
�. (7)

Tipicamente, λ é feito igual a 10−4 inicialmente.
Contudo, a cada iteração o valor de λ é alterado. Se
a solução da equação (5) conduzir a uma redução do
resı́duo, λ é dividido por 10. Caso contrário, este é mul-
tiplicado por 10.

O método de Levenberg possui instabilidades
numéricas quando λ cresce. Em vista disso, al-
gum tempo depois, Marquardt (MARQUARDT, 1963)
propôs uma pequena alteração no algoritmo de Leven-
berg, ou seja, cada componente do gradiente é pon-
derada de acordo com sua curvatura. Assim, há uma
grande tendência de convergência na direção na qual o
gradiente é menor. Na prática, tal alteração é implemen-
tada substituindo a equação (7) por

�
J

T
J + diag(JT

J)λ
�
∆ = J

T
�. (8)

Assim, nos dias de hoje, o algoritmo resultante é conhe-
cido como Levenberg-Marquardt.

A complexidade do algoritmo Levenberg-
Marquardt aumenta com o número de variáveis.
Contudo, como se discute a seguir, algumas carac-
terı́sticas de muitos dos problemas encontrados na
visão computacional podem ser utilizadas para reduzir
a complexidade do método significativamente. Isso é
obtido como segue.

Considerando que Y na equação (3) pode ser divi-
dido, ou seja,

Y = [cT ,dT ]T , (9)

a matriz jacobiana, J, da equação (4) pode ser divi-
dida em dois blocos, ou seja, J = [C|D], onde C =

[∂X/∂c] e D = [∂X/∂d]. Logo, a equação (5) torna-
se �

C
T
C C

T
D

D
T
C D

T
D

� �
δc

δd

�
=

�
C

T �

D
T �

�
, (10)

onde ∆ = [δT
c , δT

d ]T .

Após alguma manipulação algébrica, a equação an-
terior pode ser reescrita como sendo

�
U − GV

−1
0

G
T

V

� �
δc

δd

�
=

�
�C − GV

−1
�D

�D

�
, (11)

onde U = C
T
C, G = C

T
D, V = D

T
D, �C = C

T �

e �D = D
T �.

A solução do problema anterior pode ser dividida
em duas etapas. A primeira consiste em encontrar δc

resolvendo

(U − GV
−1

G
T )δc = �C − GV

−1
�D (12)

e, em seguida, δd pode ser encontrado resolvendo

Vδd = �D − G
T
δc. (13)

Agora, considera-se ainda que os vetores d, na
equação (9), e X também possam ser divididos em
n partes menores, ou seja, d = [dT

1
,dT

2
, . . . ,dT

n ]T e
X = [XT

1
,XT

1
, . . . ,XT

n ]T . Além disso, cabe ressaltar
que, cada observação Xi depende apenas dos vetores
c, na equação (9), di e de nenhum outro dk. Neste
caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
estrutura esparsa. Assim, a equação (4) torna-se
���������




�1

�2

...
�n


 −




C1 D1

C2 D2

...
. . .

Cn Dn







δc

δd1

...
δdn




���������
, (14)

onde Ci = [∂Xi/∂c] e Di = [∂Xi/∂di] e � = �X −
F(�c, �d) = [�T

1
, �T

2
, . . . , �T

n ]T .

Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
solvido com o laço de iteração resumido no algoritmo
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a solução da equação (5) conduzir a uma redução do
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grande tendência de convergência na direção na qual o
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A solução do problema anterior pode ser dividida
em duas etapas. A primeira consiste em encontrar δc

resolvendo

(U − GV
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G
T )δc = �C − GV
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�D (12)

e, em seguida, δd pode ser encontrado resolvendo

Vδd = �D − G
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Agora, considera-se ainda que os vetores d, na
equação (9), e X também possam ser divididos em
n partes menores, ou seja, d = [dT
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n ]T e
X = [XT

1
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n ]T . Além disso, cabe ressaltar
que, cada observação Xi depende apenas dos vetores
c, na equação (9), di e de nenhum outro dk. Neste
caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
estrutura esparsa. Assim, a equação (4) torna-se
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onde Ci = [∂Xi/∂c] e Di = [∂Xi/∂di] e � = �X −
F(�c, �d) = [�T
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Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
solvido com o laço de iteração resumido no algoritmo
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UMA IMPLEMENTAÇÃO DO ALGORITMO LEVENBERG-MARQUARDT DIVIDIDO PARA APLICAÇÕES EM . . .
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e, em seguida, δd pode ser encontrado resolvendo

Vδd = �D − G
T
δc. (13)
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caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
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Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
solvido com o laço de iteração resumido no algoritmo
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e pode ser melhorada iterativamente.
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caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
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passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
solvido com o laço de iteração resumido no algoritmo
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Tipicamente, λ  é feito igual a 10-4 inicialmente. 
Contudo, a cada iteração o valor de λ  é alterado. 
Se a solução da equação (5) conduzir a uma redução 
do resíduo, λ  é dividido por 10. Em caso contrário, 
este é multiplicado por 10.

O método de Levenberg possui instabilidades 
numéricas quando λ  cresce. Em vista disso, algum 
tempo depois, Marquardt (MARQUARDT, 1963) 
propôs uma pequena alteração no algoritmo de 
Levenberg, ou seja, cada componente do gradiente é 
ponderada de acordo com sua curvatura. Assim, há 
uma grande tendência de convergência na direção 
na qual o gradiente é menor. Na prática, tal alteração 
é implementada substituindo a equação (7) por
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�Yr = �Y + ∆ (6)

e pode ser melhorada iterativamente.

Levenberg (LEVENBERG, 1944) propôs uma
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Assim, nos dias de hoje, o algoritmo resultante é 
conhecido como Levenberg-Marquardt.

A complexidade do algoritmo Levenberg-
Marquardt aumenta com o número de variáveis. 
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Contudo, como se discute a seguir, algumas 
características de muitos dos problemas 
encontrados na visão computacional podem ser 
utilizadas para reduzir a complexidade do método 
significativamente. Isso é obtido como segue.
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propôs uma pequena alteração no algoritmo de Leven-
berg, ou seja, cada componente do gradiente é pon-
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a matriz jacobiana, J, da equação (4) pode ser 
dividida em dois blocos, ou seja, J = [C | D], onde 
C = [∂X / ∂c] e D = [∂X / ∂d]. Logo, a equação (5) 
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que é o mesmo que resolver

J
T
J∆ = J

T
�. (5)

Além disso, a solução refinada, �Yr, é dada por

�Yr = �Y + ∆ (6)

e pode ser melhorada iterativamente.

Levenberg (LEVENBERG, 1944) propôs uma
alteração no algoritmo de Newton para acelerar sua con-
vergência, ou seja, a equação (5) é substituı́da por

�
J

T
J + Iλ

�
∆ = J

T
�. (7)

Tipicamente, λ é feito igual a 10−4 inicialmente.
Contudo, a cada iteração o valor de λ é alterado. Se
a solução da equação (5) conduzir a uma redução do
resı́duo, λ é dividido por 10. Caso contrário, este é mul-
tiplicado por 10.

O método de Levenberg possui instabilidades
numéricas quando λ cresce. Em vista disso, al-
gum tempo depois, Marquardt (MARQUARDT, 1963)
propôs uma pequena alteração no algoritmo de Leven-
berg, ou seja, cada componente do gradiente é pon-
derada de acordo com sua curvatura. Assim, há uma
grande tendência de convergência na direção na qual o
gradiente é menor. Na prática, tal alteração é implemen-
tada substituindo a equação (7) por

�
J

T
J + diag(JT

J)λ
�
∆ = J

T
�. (8)

Assim, nos dias de hoje, o algoritmo resultante é conhe-
cido como Levenberg-Marquardt.

A complexidade do algoritmo Levenberg-
Marquardt aumenta com o número de variáveis.
Contudo, como se discute a seguir, algumas carac-
terı́sticas de muitos dos problemas encontrados na
visão computacional podem ser utilizadas para reduzir
a complexidade do método significativamente. Isso é
obtido como segue.

Considerando que Y na equação (3) pode ser divi-
dido, ou seja,

Y = [cT ,dT ]T , (9)

a matriz jacobiana, J, da equação (4) pode ser divi-
dida em dois blocos, ou seja, J = [C|D], onde C =

[∂X/∂c] e D = [∂X/∂d]. Logo, a equação (5) torna-
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onde ∆ = [δT
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Após alguma manipulação algébrica, a equação an-
terior pode ser reescrita como sendo
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onde U = C
T
C, G = C

T
D, V = D

T
D, �C = C

T �

e �D = D
T �.

A solução do problema anterior pode ser dividida
em duas etapas. A primeira consiste em encontrar δc

resolvendo

(U − GV
−1

G
T )δc = �C − GV

−1
�D (12)

e, em seguida, δd pode ser encontrado resolvendo

Vδd = �D − G
T
δc. (13)

Agora, considera-se ainda que os vetores d, na
equação (9), e X também possam ser divididos em
n partes menores, ou seja, d = [dT

1
,dT

2
, . . . ,dT

n ]T e
X = [XT

1
,XT

1
, . . . ,XT

n ]T . Além disso, cabe ressaltar
que, cada observação Xi depende apenas dos vetores
c, na equação (9), di e de nenhum outro dk. Neste
caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
estrutura esparsa. Assim, a equação (4) torna-se
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onde Ci = [∂Xi/∂c] e Di = [∂Xi/∂di] e � = �X −
F(�c, �d) = [�T

1
, �T

2
, . . . , �T

n ]T .

Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
solvido com o laço de iteração resumido no algoritmo
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alteração no algoritmo de Newton para acelerar sua con-
vergência, ou seja, a equação (5) é substituı́da por
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alteração no algoritmo de Newton para acelerar sua con-
vergência, ou seja, a equação (5) é substituı́da por
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gum tempo depois, Marquardt (MARQUARDT, 1963)
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caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
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Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
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passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
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Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
solvido com o laço de iteração resumido no algoritmo
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A solução do problema anterior pode ser dividida 
em duas etapas. A primeira consiste em encontrar 
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que é o mesmo que resolver
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�. (5)

Além disso, a solução refinada, �Yr, é dada por

�Yr = �Y + ∆ (6)

e pode ser melhorada iterativamente.

Levenberg (LEVENBERG, 1944) propôs uma
alteração no algoritmo de Newton para acelerar sua con-
vergência, ou seja, a equação (5) é substituı́da por
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a solução da equação (5) conduzir a uma redução do
resı́duo, λ é dividido por 10. Caso contrário, este é mul-
tiplicado por 10.

O método de Levenberg possui instabilidades
numéricas quando λ cresce. Em vista disso, al-
gum tempo depois, Marquardt (MARQUARDT, 1963)
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berg, ou seja, cada componente do gradiente é pon-
derada de acordo com sua curvatura. Assim, há uma
grande tendência de convergência na direção na qual o
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J + diag(JT

J)λ
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Assim, nos dias de hoje, o algoritmo resultante é conhe-
cido como Levenberg-Marquardt.

A complexidade do algoritmo Levenberg-
Marquardt aumenta com o número de variáveis.
Contudo, como se discute a seguir, algumas carac-
terı́sticas de muitos dos problemas encontrados na
visão computacional podem ser utilizadas para reduzir
a complexidade do método significativamente. Isso é
obtido como segue.

Considerando que Y na equação (3) pode ser divi-
dido, ou seja,
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resolvendo

(U − GV
−1

G
T )δc = �C − GV

−1
�D (12)
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caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
estrutura esparsa. Assim, a equação (4) torna-se
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passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
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�
J

T
J + Iλ

�
∆ = J

T
�. (7)
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propôs uma pequena alteração no algoritmo de Leven-
berg, ou seja, cada componente do gradiente é pon-
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a complexidade do método significativamente. Isso é
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em duas etapas. A primeira consiste em encontrar δc

resolvendo
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e, em seguida, δd pode ser encontrado resolvendo
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c, na equação (9), di e de nenhum outro dk. Neste
caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
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Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
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UMA IMPLEMENTAÇÃO DO ALGORITMO LEVENBERG-MARQUARDT DIVIDIDO PARA APLICAÇÕES EM . . .
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Além disso, a solução refinada, �Yr, é dada por

�Yr = �Y + ∆ (6)
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vergência, ou seja, a equação (5) é substituı́da por
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a solução da equação (5) conduzir a uma redução do
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Assim, nos dias de hoje, o algoritmo resultante é conhe-
cido como Levenberg-Marquardt.

A complexidade do algoritmo Levenberg-
Marquardt aumenta com o número de variáveis.
Contudo, como se discute a seguir, algumas carac-
terı́sticas de muitos dos problemas encontrados na
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a complexidade do método significativamente. Isso é
obtido como segue.

Considerando que Y na equação (3) pode ser divi-
dido, ou seja,
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a matriz jacobiana, J, da equação (4) pode ser divi-
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A solução do problema anterior pode ser dividida
em duas etapas. A primeira consiste em encontrar δc

resolvendo
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e, em seguida, δd pode ser encontrado resolvendo
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que, cada observação Xi depende apenas dos vetores
c, na equação (9), di e de nenhum outro dk. Neste
caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
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Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
solvido com o laço de iteração resumido no algoritmo
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que é o mesmo que resolver
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Além disso, a solução refinada, �Yr, é dada por

�Yr = �Y + ∆ (6)

e pode ser melhorada iterativamente.

Levenberg (LEVENBERG, 1944) propôs uma
alteração no algoritmo de Newton para acelerar sua con-
vergência, ou seja, a equação (5) é substituı́da por
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Tipicamente, λ é feito igual a 10−4 inicialmente.
Contudo, a cada iteração o valor de λ é alterado. Se
a solução da equação (5) conduzir a uma redução do
resı́duo, λ é dividido por 10. Caso contrário, este é mul-
tiplicado por 10.
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numéricas quando λ cresce. Em vista disso, al-
gum tempo depois, Marquardt (MARQUARDT, 1963)
propôs uma pequena alteração no algoritmo de Leven-
berg, ou seja, cada componente do gradiente é pon-
derada de acordo com sua curvatura. Assim, há uma
grande tendência de convergência na direção na qual o
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Assim, nos dias de hoje, o algoritmo resultante é conhe-
cido como Levenberg-Marquardt.

A complexidade do algoritmo Levenberg-
Marquardt aumenta com o número de variáveis.
Contudo, como se discute a seguir, algumas carac-
terı́sticas de muitos dos problemas encontrados na
visão computacional podem ser utilizadas para reduzir
a complexidade do método significativamente. Isso é
obtido como segue.
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dido, ou seja,
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a matriz jacobiana, J, da equação (4) pode ser divi-
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caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
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passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
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Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
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. Além disso, cabe 
ressaltar que, cada observação Xi depende apenas 
dos vetores c, na equação (9), di e de nenhum outro 
dk. Neste caso, 
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alteração no algoritmo de Newton para acelerar sua con-
vergência, ou seja, a equação (5) é substituı́da por
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A solução do problema anterior pode ser dividida
em duas etapas. A primeira consiste em encontrar δc

resolvendo

(U − GV
−1

G
T )δc = �C − GV

−1
�D (12)

e, em seguida, δd pode ser encontrado resolvendo

Vδd = �D − G
T
δc. (13)

Agora, considera-se ainda que os vetores d, na
equação (9), e X também possam ser divididos em
n partes menores, ou seja, d = [dT

1
,dT

2
, . . . ,dT

n ]T e
X = [XT

1
,XT

1
, . . . ,XT

n ]T . Além disso, cabe ressaltar
que, cada observação Xi depende apenas dos vetores
c, na equação (9), di e de nenhum outro dk. Neste
caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
estrutura esparsa. Assim, a equação (4) torna-se
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onde Ci = [∂Xi/∂c] e Di = [∂Xi/∂di] e � = �X −
F(�c, �d) = [�T

1
, �T

2
, . . . , �T

n ]T .

Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
solvido com o laço de iteração resumido no algoritmo
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que é o mesmo que resolver
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Além disso, a solução refinada, �Yr, é dada por

�Yr = �Y + ∆ (6)

e pode ser melhorada iterativamente.

Levenberg (LEVENBERG, 1944) propôs uma
alteração no algoritmo de Newton para acelerar sua con-
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Contudo, a cada iteração o valor de λ é alterado. Se
a solução da equação (5) conduzir a uma redução do
resı́duo, λ é dividido por 10. Caso contrário, este é mul-
tiplicado por 10.

O método de Levenberg possui instabilidades
numéricas quando λ cresce. Em vista disso, al-
gum tempo depois, Marquardt (MARQUARDT, 1963)
propôs uma pequena alteração no algoritmo de Leven-
berg, ou seja, cada componente do gradiente é pon-
derada de acordo com sua curvatura. Assim, há uma
grande tendência de convergência na direção na qual o
gradiente é menor. Na prática, tal alteração é implemen-
tada substituindo a equação (7) por
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J + diag(JT

J)λ
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�. (8)

Assim, nos dias de hoje, o algoritmo resultante é conhe-
cido como Levenberg-Marquardt.

A complexidade do algoritmo Levenberg-
Marquardt aumenta com o número de variáveis.
Contudo, como se discute a seguir, algumas carac-
terı́sticas de muitos dos problemas encontrados na
visão computacional podem ser utilizadas para reduzir
a complexidade do método significativamente. Isso é
obtido como segue.
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dido, ou seja,
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em duas etapas. A primeira consiste em encontrar δc
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e, em seguida, δd pode ser encontrado resolvendo
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Agora, considera-se ainda que os vetores d, na
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n partes menores, ou seja, d = [dT
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X = [XT

1
,XT

1
, . . . ,XT

n ]T . Além disso, cabe ressaltar
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c, na equação (9), di e de nenhum outro dk. Neste
caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
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onde Ci = [∂Xi/∂c] e Di = [∂Xi/∂di] e � = �X −
F(�c, �d) = [�T
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Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
solvido com o laço de iteração resumido no algoritmo
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Tipicamente, λ é feito igual a 10−4 inicialmente.
Contudo, a cada iteração o valor de λ é alterado. Se
a solução da equação (5) conduzir a uma redução do
resı́duo, λ é dividido por 10. Caso contrário, este é mul-
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numéricas quando λ cresce. Em vista disso, al-
gum tempo depois, Marquardt (MARQUARDT, 1963)
propôs uma pequena alteração no algoritmo de Leven-
berg, ou seja, cada componente do gradiente é pon-
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tada substituindo a equação (7) por
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J + diag(JT
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Assim, nos dias de hoje, o algoritmo resultante é conhe-
cido como Levenberg-Marquardt.

A complexidade do algoritmo Levenberg-
Marquardt aumenta com o número de variáveis.
Contudo, como se discute a seguir, algumas carac-
terı́sticas de muitos dos problemas encontrados na
visão computacional podem ser utilizadas para reduzir
a complexidade do método significativamente. Isso é
obtido como segue.

Considerando que Y na equação (3) pode ser divi-
dido, ou seja,

Y = [cT ,dT ]T , (9)

a matriz jacobiana, J, da equação (4) pode ser divi-
dida em dois blocos, ou seja, J = [C|D], onde C =
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A solução do problema anterior pode ser dividida
em duas etapas. A primeira consiste em encontrar δc

resolvendo

(U − GV
−1

G
T )δc = �C − GV

−1
�D (12)

e, em seguida, δd pode ser encontrado resolvendo

Vδd = �D − G
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δc. (13)

Agora, considera-se ainda que os vetores d, na
equação (9), e X também possam ser divididos em
n partes menores, ou seja, d = [dT

1
,dT
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n ]T e
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n ]T . Além disso, cabe ressaltar
que, cada observação Xi depende apenas dos vetores
c, na equação (9), di e de nenhum outro dk. Neste
caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
estrutura esparsa. Assim, a equação (4) torna-se
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onde Ci = [∂Xi/∂c] e Di = [∂Xi/∂di] e � = �X −
F(�c, �d) = [�T

1
, �T

2
, . . . , �T

n ]T .

Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
solvido com o laço de iteração resumido no algoritmo
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, tenha uma estrutura esparsa. Assim, 
a equação (4) torna-se
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e pode ser melhorada iterativamente.

Levenberg (LEVENBERG, 1944) propôs uma
alteração no algoritmo de Newton para acelerar sua con-
vergência, ou seja, a equação (5) é substituı́da por
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Tipicamente, λ é feito igual a 10−4 inicialmente.
Contudo, a cada iteração o valor de λ é alterado. Se
a solução da equação (5) conduzir a uma redução do
resı́duo, λ é dividido por 10. Caso contrário, este é mul-
tiplicado por 10.

O método de Levenberg possui instabilidades
numéricas quando λ cresce. Em vista disso, al-
gum tempo depois, Marquardt (MARQUARDT, 1963)
propôs uma pequena alteração no algoritmo de Leven-
berg, ou seja, cada componente do gradiente é pon-
derada de acordo com sua curvatura. Assim, há uma
grande tendência de convergência na direção na qual o
gradiente é menor. Na prática, tal alteração é implemen-
tada substituindo a equação (7) por
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J + diag(JT
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Assim, nos dias de hoje, o algoritmo resultante é conhe-
cido como Levenberg-Marquardt.

A complexidade do algoritmo Levenberg-
Marquardt aumenta com o número de variáveis.
Contudo, como se discute a seguir, algumas carac-
terı́sticas de muitos dos problemas encontrados na
visão computacional podem ser utilizadas para reduzir
a complexidade do método significativamente. Isso é
obtido como segue.

Considerando que Y na equação (3) pode ser divi-
dido, ou seja,

Y = [cT ,dT ]T , (9)

a matriz jacobiana, J, da equação (4) pode ser divi-
dida em dois blocos, ou seja, J = [C|D], onde C =

[∂X/∂c] e D = [∂X/∂d]. Logo, a equação (5) torna-
se �

C
T
C C

T
D

D
T
C D

T
D

� �
δc

δd

�
=

�
C

T �

D
T �

�
, (10)

onde ∆ = [δT
c , δT

d ]T .
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A solução do problema anterior pode ser dividida
em duas etapas. A primeira consiste em encontrar δc

resolvendo

(U − GV
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e, em seguida, δd pode ser encontrado resolvendo

Vδd = �D − G
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δc. (13)

Agora, considera-se ainda que os vetores d, na
equação (9), e X também possam ser divididos em
n partes menores, ou seja, d = [dT
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n ]T . Além disso, cabe ressaltar
que, cada observação Xi depende apenas dos vetores
c, na equação (9), di e de nenhum outro dk. Neste
caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
estrutura esparsa. Assim, a equação (4) torna-se
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onde Ci = [∂Xi/∂c] e Di = [∂Xi/∂di] e � = �X −
F(�c, �d) = [�T
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Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
solvido com o laço de iteração resumido no algoritmo
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�
J

T
J + Iλ

�
∆ = J

T
�. (7)
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gradiente é menor. Na prática, tal alteração é implemen-
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caso, ∂Xi/∂dk = 0 para i �= k, enquanto que nenhuma
suposição pode ser feita a respeito de ∂Xi/∂c. Isso faz
com que a matriz jacobiana, J = ∂X/∂Y, tenha uma
estrutura esparsa. Assim, a equação (4) torna-se
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onde Ci = [∂Xi/∂c] e Di = [∂Xi/∂di] e � = �X −
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Uma importante observação a ser feita é que cada
passo do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido tem
complexidade linear em N (número de incógnitas), en-
quanto o não-dividido tem complexidade N3.

Uma vez que o problema gera uma matriz Jacobi-
ana com a estrutura da equação (14), este pode ser re-
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Uma importante observação a ser feita é que 
cada passo do algoritmo Levenberg-Marguardt 
Dividido tem complexidade linear em N (número 
de incógnitas), enquanto o não-dividido tem 
complexidade N 3.

Uma vez que o problema gera uma matriz 
Jacobiana com a estrutura da equação (14) este 
pode ser resolvido com o laço de iteração resumido 
no algoritmo 1. Tal algoritmo descreve em 
pormenores a solução do problema e torna possível 
a sua codificação em linguagem computacional. No 
apêndice A, apresenta-se a codificação utilizada 
neste trabalho.

Diversos problemas de otimização encontrados 
na visão computacional, por exemplo, os que 
envolvem as coordenadas de pontos no espaço 
projetivo 2D ou 3D (ARMANGUÉ; SALVI, 2003; 
HORAUD; CSURKA; DEMIRDIJIAN, 2000; 
LOOP; ZHANG, 1999; SALVI; ARMANGUÉ; 
BATLLE, 2002; ZHANG, 2000), podem ser 
formulados como um problema com a estrutura 
da equação (14). Na próxima seção, é dado um 
exemplo de aplicação que se encaixa perfeitamente 
nesta categoria de problemas.
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Uma implementação do algoritmo Levenberg-Marquardt dividido para aplicações em visão computacional

Calibração com um bastão graduado

Na calibração monocular, uma câmera 
captura imagens de um objeto chamado gabarito 
de calibração. Em seguida, essas imagens são 
processadas e os parâmetros intrínsecos da câmera 
são estimados. Como exemplo de aplicação do 
algoritmo Levenberg-Marquardt Dividido, descreve-
se o método de calibração que utiliza um gabarito 
de uma única dimensão, um bastão (ou mesmo um 
cordão) com diversas esferas (indexadas por j) ao 
longo de sua extensão. A distância entre esferas 
consecutivas deve ser conhecida com exatidão. 
Então, no processo de calibração, o gabarito deve 
deslocar-se no campo visual da câmera. Enquanto 
isso, uma seqüência de imagens (indexada por i) 
deve ser capturada. Zhang (2004) demonstrou que 
a calibração monocular com este tipo gabarito só 
é possível se duas condições forem satisfeitas: o 
gabarito conter três ou mais pontos e um desses 
pontos, M 1 deve ser fixo, como mostra o esboço da 
figura (1). Dessa forma, a projeção deste ponto, m 1 , 
é a mesma em todas as imagens da seqüência.

No esquema da figura 1, o comprimento, L, 
do gabarito pode ser expresso em função das 
coordenadas dos pontos extremos M 1 e M i2 , ou 
seja,

|| M i2  – M 1 || =L. (15)

Além disso, como as posições relativas das 
esferas são conhecidas, um ponto do gabarito 
localizado entre M 1  e M i2  pode ser expresso por

M ji  = λ j1  M 1  + λ j2  M i2 , (16)

onde λ j1  e λ j2  são conhecidos.

Algoritimo 1: Algoritmo Levenberg-Marguardt 
adaptado para problemas que levem a uma matriz 
Jacobiana esparsa.

DE FRANÇA, J.; FRANÇA, M.; KOYAMA, M. & DA SILVA, T.

1. Tal algoritmo descreve em pormenores a solução
do problema e torna possı́vel a sua codificação em lin-
guagem computacional. No apêndice A, apresenta-se a
codificação utilizada neste trabalho.

Diversos problemas de otimização encontrados na
visão computacional, por exemplo, os que envolvem as
coordenadas de pontos no espaço projetivo 2D ou 3D
(ARMANGUÉ; SALVI, 2003; HORAUD; CSURKA;
DEMIRDIJIAN, 2000; LOOP; ZHANG, 1999; SALVI;
ARMANGUÉ; BATLLE, 2002; ZHANG, 2000), po-
dem ser formulados como um problema com a estrutura
da equação (14). Na próxima seção, é dado um exemplo
de aplicação que se encaixa perfeitamente nesta catego-
ria de problemas.

4 Calibração com um bastão gradu-
ado

Na calibração monocular, uma câmera captura ima-
gens de um objeto chamado gabarito de calibração. Em
seguida, tais imagens são processadas e os parâmetros
intrı́nsecos da câmera são estimados. Como exemplo de
aplicação do algoritmo Levenberg-Marquardt Dividido,
descreve-se o método de calibração que utiliza um gaba-
rito de uma única dimensão, um bastão (ou mesmo um
cordão) com diversas esferas (indexadas por j) ao longo
de sua extensão. A distância entre esferas consecutivas
deve ser conhecida com exatidão. Então, no processo de
calibração, o gabarito deve deslocar-se no campo visual
da câmera. Enquanto isso, uma seqüência de imagens
(indexada por i) deve ser capturada. Zhang (ZHANG,
2004) demonstrou que a calibração monocular com este
tipo gabarito só é possı́vel se duas condições forem sa-
tisfeitas: o gabarito conter três ou mais pontos e um des-
ses pontos, M1, deve ser fixo, como mostra o esboço da
figura 1. Dessa forma, a projeção deste ponto, m1, é a
mesma em todas as imagens da seqüência.

No esquema da figura 1, o comprimento, L, do ga-
barito pode ser expresso em função das coordenadas dos
pontos extremos M1 e M2i, ou seja,

�M2i − M1� = L. (15)

Além disso, como as posições relativas das esferas são
conhecidas, um ponto do gabarito localizado entre M1

Entrada: Uma estimação inicial, particionada em um
vetor �Y = [cT ,dT

1
, . . . ,dT

n ]T , de todos os parâmetros
a serem refinados e um conjunto de observações em um
vetor X = [XT

1
, . . . ,XT

n ]T .
Saı́da: O vetor Yr que minimiza a equação (4).

1. Substituindo �Y na equação (3), encontra-se �X =
[�XT

1
, . . . , �XT

n ]T e calcula-se todas as matrizes
Cl = [∂ �Xl/∂c] e Dl = [∂ �Xl/∂dl].

2. Calcula-se:

U =
n�

l=1

C
T
l Cl;

V = diag(V1, . . . ,Vn), onde Vl = D
T
l Dl;

G = [G1, . . . ,Gn], onde Gl = C
T
l Dl;

�C =
n�

l=1

C
T
l �l, e;

�D = [�T
D1

, . . . , �T
Dn

]T , onde �Dl
= D

T
l �l.

3. Calcula-se δc resolvendo
�

U−
n�

l=1

GlV
−1

l G
T
l

�
δc = �C −

n�

l=1

GlV
−1

l �D.

4. Calcula-se cada δdl
da equação

δdl
= V

−1

l (�Dl
− G

T
l δc).

5. Computam-se os parâmetros refinados, �Yr = �Y +
[δT

c , δT
d1

, . . . , δT
dn

]T .

6. Repetem-se todos os passos até a convergência do
resı́duo.

Algoritmo 1: Algoritmo Levenberg-Marguardt adap-
tado para problemas que levem a uma matriz Jacobiana
esparsa.

e M2i pode ser expresso por

Mji = λ1jM1 + λ2jM2i, (16)

onde λ1j e λ2j são conhecidos.

Da equação (1), considerando a profundidade (des-
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Figura 1. Esboço do gabarito 1D utilizado na 
calibração.

Da equação (1), considerando a profundidade 
(desconhecida) do ponto M ji  igual a z ji , tem-se

UMA IMPLEMENTAÇÃO DO ALGORITMO LEVENBERG-MARQUARDT DIVIDIDO PARA APLICAÇÕES EM . . .
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conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se

M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)

que pode ser escrita como

z2i = −z1

λ1j( �m1i × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se

z1�A
−1

hji� = L, (23)

onde

hji = �m1 +
λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a

h
T
jiBhji = L2, (25)

onde,

B = z2

1A
−T

A
−1 =




B11 0 B13

0 B22 B23

B13 B23 B33


 . (26)

Levando em consideração que

h
T
jiBhji = [a2

ji, b
2

ji, 2ajicji, 2bjicji, c
2

ji]
T
b = ujib,

(27)
com hji = [aji, bji, cji]

T e b =
[B11, B22, B13, B23, B33]

T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
T
jib = L2. (28)

Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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Dessa forma, substituindo as equações anteriores 
na equação (16), obtém-se
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conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se

M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)

que pode ser escrita como

z2i = −z1

λ1j( �m1i × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se

z1�A
−1

hji� = L, (23)

onde

hji = �m1 +
λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a

h
T
jiBhji = L2, (25)

onde,

B = z2

1A
−T

A
−1 =




B11 0 B13

0 B22 B23

B13 B23 B33


 . (26)

Levando em consideração que

h
T
jiBhji = [a2

ji, b
2

ji, 2ajicji, 2bjicji, c
2

ji]
T
b = ujib,

(27)
com hji = [aji, bji, cji]

T e b =
[B11, B22, B13, B23, B33]

T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
T
jib = L2. (28)

Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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(20)

após eliminar-se A 1−  de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos 
os lados da equação anterior com 
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conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se

M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)

que pode ser escrita como

z2i = −z1

λ1j( �m1i × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se

z1�A
−1

hji� = L, (23)

onde

hji = �m1 +
λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a

h
T
jiBhji = L2, (25)

onde,

B = z2

1A
−T

A
−1 =




B11 0 B13

0 B22 B23

B13 B23 B33


 . (26)

Levando em consideração que

h
T
jiBhji = [a2

ji, b
2

ji, 2ajicji, 2bjicji, c
2

ji]
T
b = ujib,

(27)
com hji = [aji, bji, cji]

T e b =
[B11, B22, B13, B23, B33]

T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
T
jib = L2. (28)

Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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, tem-se
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conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se

M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)

que pode ser escrita como

z2i = −z1

λ1j( �m1i × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se

z1�A
−1

hji� = L, (23)

onde

hji = �m1 +
λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a

h
T
jiBhji = L2, (25)

onde,

B = z2

1A
−T

A
−1 =




B11 0 B13

0 B22 B23

B13 B23 B33


 . (26)

Levando em consideração que

h
T
jiBhji = [a2

ji, b
2

ji, 2ajicji, 2bjicji, c
2

ji]
T
b = ujib,

(27)
com hji = [aji, bji, cji]

T e b =
[B11, B22, B13, B23, B33]

T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
T
jib = L2. (28)

Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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que pode ser escrita como
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conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se
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−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se
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T
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T e b =
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T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
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Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se

M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
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zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)
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. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se
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λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a

h
T
jiBhji = L2, (25)

onde,

B = z2

1A
−T
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0 B22 B23

B13 B23 B33
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Levando em consideração que

h
T
jiBhji = [a2

ji, b
2

ji, 2ajicji, 2bjicji, c
2

ji]
T
b = ujib,

(27)
com hji = [aji, bji, cji]

T e b =
[B11, B22, B13, B23, B33]

T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
T
jib = L2. (28)

Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
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pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.
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lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
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Semina: Ciências Exatas e Tecnológicas, Londrina, v. 26, n. 2, p. 195-203, jul./dez. 2005
199

 (24)

A equação (23) é equivalente a
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gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
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Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
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pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
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M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
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zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.
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se
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T
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Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
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b = (UT
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Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
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Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
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pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
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Na presença de ruı́do, a solução do problema de
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T e b =
[B11, B22, B13, B23, B33]

T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
T
jib = L2. (28)

Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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Figura 1: Esboço do gabarito 1D utilizado na calibração.

conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se

M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)

que pode ser escrita como

z2i = −z1

λ1j( �m1i × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se

z1�A
−1

hji� = L, (23)

onde

hji = �m1 +
λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a
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UMA IMPLEMENTAÇÃO DO ALGORITMO LEVENBERG-MARQUARDT DIVIDIDO PARA APLICAÇÕES EM . . .

Figura 1: Esboço do gabarito 1D utilizado na calibração.

conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se

M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)

que pode ser escrita como

z2i = −z1

λ1j( �m1i × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se

z1�A
−1

hji� = L, (23)

onde

hji = �m1 +
λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a
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Uma implementação do algoritmo Levenberg-Marquardt dividido para aplicações em visão computacional

M i2 = M 1  +L[sen θ i cos φ i ,sen θ i sen φ i , 

cos θ i ] T .
(31)

Além disso, a equação (16) estende a equação 
(31) para os outros pontos M ji . Dessa forma, dados 
as constantes λ j1 , λ j2  e estimações de A, M 1 ,          
θ i  e φ i , a partir das equações (1), (16) e (31), é 
possível obter-se uma estimação, 
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satisfatória. Um dos motivos para isso é que a equação
(30) não tem nenhum significado fı́sico, ou seja, trata-
se de uma solução puramente algébrica. Uma solução
com algum significado fı́sico deve envolver diretamente
as projeções observadas �mji, pois estas são as únicas
informações disponı́veis. Tal solução pode ser obtida
como segue.

O ponto M2i pode ser expresso em função do ponto
fixo e dos ângulos θi e φi que definem a orientação do
gabarito, ou seja,

M2i = M1 + L[sen θi cos φi, sen θisen φi, cos θi]
T .
(31)

Além disso, a equação (16) estende a equação (31) para
os outros pontos Mji. Dessa forma, dados as cons-
tantes λ1j , λ2j e estimações de A, M1, θi e φi, a
partir das equações (1), (16) e (31), é possı́vel obter-
se uma estimação, �mji, da projeção do ponto Mji.
Com este resultado, assumindo-se que cada uma das
projeções observadas, mji, esteja corrompida por ruı́do
aditivo, independente, mas com o mesmo desvio padrão,
a “estimação ótima” da matriz A, por meio do critério
da máxima verosimilhança1, é obtida minimizando-se

n�

i=1

p�

j=2

��mji − �mji(A,M1, θi, φi, λ1j , λ2j)
��2

, (32)

onde λ12 = 0 e λ22 = 1, n é o número de imagens, p o
número de pontos do gabarito.

Observando as equações (1), (16) e (31) fica claro
que uma mudança nos elementos de A ou M1 al-
tera os pontos mji de todas as imagens, enquanto uma
alteração em θi ou φi reflete-se apenas nos pontos da
i−ésima imagem. Dessa forma, conclui-se que o pro-
blema de minimizar a equação (32) enquadra-se perfei-
tamente no algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido,
com c = [α, β, u0, v0,M

T
1
]T , di = [θi, φi]

T e Xi =
[mT

2i.m
T
3i, . . . ,m

T
pi]

T .

Por exemplo, para um conjunto de 100 imagens,
estimar-se os parâmetros intrı́nsecos de uma câmera
com um gabarito 1D consiste em resolver um pro-
blema de minimização não-linear com 207 incógnitas
(4 parâmetros intrı́nsecos, 3 coordenadas do ponto
M1 e 100 pares [θi, φi]). A utilização do algoritmo
Levenberg-Marguardt Dividido em tal estimação reduz
drasticamente o tempo de computação devido a comple-
xidade reduzida e rápida convergência.

1Do inglês: maximum likelihood estimation.

5 Resultados Empı́ricos

Para avaliar a função mt PartLevMarq, foram
utilizados dados sintéticos para minimizar a equação
(32) (a estimação inicial do vetor Y, exigida por
mt PartLevMarq, foi obtida com auxı́lio do método
linear descrito na seção anterior). Esses dados fo-
ram obtidos supondo-se uma câmera com os seguintes
parâmetros: α = 842, β = 879, u0 = 358 e v0 = 207.
Além disso, foi simulado um gabarito 1D de 30 cm de
comprimento e cinco pontos co-lineares e eqüidistan-
tes. O espaçamento entre dois pontos consecutivos fo-
ram sempre iguais.

Na geração dos dados sintéticos, os ângulos da
equação (31), θi ∈ [−π/2, π/2] e φi ∈ [−π/2, π/2],
variaram aleatoriamente, mas de acordo com uma
distribuição uniforme. Tais dados foram utilizados para
avaliar o desempenho do algoritmo com respeito ao
nı́vel de ruı́do presente nos dados. Para isto, ruı́do gaus-
siano de média zero e desvio padrão σ foi acrescen-
tado aos pontos projetados nas imagens sintéticas. Tal
ruı́do variou de 0,1 a 2 pixels. Para cada nı́vel de ruı́do,
foram realizadas 250 simulações e a mediana de cada
parâmetro intrı́nseco foi armazenada. Essas medianas
foram comparadas com os parâmetros da câmera simu-
lada. O erro de cada um dos parâmetros estimados em
função do nı́vel de ruı́do é apresentado na figura 2, para a
solução linear obtida da equação (30), e na figura 3, para
a solução obtida com o algoritmo Levenberg-Marguardt
implementado.

Analisando a figura 2, observa-se que o erro ob-
tido com a solução linear aumenta quase que linear-
mente com o ruı́do, chegando a ordem de 15% para
um erro com σ = 2. Além disso, alguns parâmetros
são estimados com uma acurácia maior do que outros.
Com o resultado da figura 3, por outro lado, observa-se
que o algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido conse-
guiu reduzir o erro drasticamente deixando-o, para erros
com σ menores que 1 pixel da ordem de 0,1%. Além
disso, o algoritmo consegue estimar todos os parâmetros
com acurácia muito semelhante e, como mostra a fi-
gura 4, em apenas poucas iterações. De fato, o número
de iterações varia muito pouco em função do nı́vel do
ruı́do. Isto é devido à rápida convergência do algoritmo
Levenberg-Marguardt.
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Levenberg-Marguardt.
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satisfatória. Um dos motivos para isso é que a equação
(30) não tem nenhum significado fı́sico, ou seja, trata-
se de uma solução puramente algébrica. Uma solução
com algum significado fı́sico deve envolver diretamente
as projeções observadas �mji, pois estas são as únicas
informações disponı́veis. Tal solução pode ser obtida
como segue.

O ponto M2i pode ser expresso em função do ponto
fixo e dos ângulos θi e φi que definem a orientação do
gabarito, ou seja,

M2i = M1 + L[sen θi cos φi, sen θisen φi, cos θi]
T .
(31)

Além disso, a equação (16) estende a equação (31) para
os outros pontos Mji. Dessa forma, dados as cons-
tantes λ1j , λ2j e estimações de A, M1, θi e φi, a
partir das equações (1), (16) e (31), é possı́vel obter-
se uma estimação, �mji, da projeção do ponto Mji.
Com este resultado, assumindo-se que cada uma das
projeções observadas, mji, esteja corrompida por ruı́do
aditivo, independente, mas com o mesmo desvio padrão,
a “estimação ótima” da matriz A, por meio do critério
da máxima verosimilhança1, é obtida minimizando-se

n�

i=1

p�

j=2

��mji − �mji(A,M1, θi, φi, λ1j , λ2j)
��2

, (32)

onde λ12 = 0 e λ22 = 1, n é o número de imagens, p o
número de pontos do gabarito.

Observando as equações (1), (16) e (31) fica claro
que uma mudança nos elementos de A ou M1 al-
tera os pontos mji de todas as imagens, enquanto uma
alteração em θi ou φi reflete-se apenas nos pontos da
i−ésima imagem. Dessa forma, conclui-se que o pro-
blema de minimizar a equação (32) enquadra-se perfei-
tamente no algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido,
com c = [α, β, u0, v0,M

T
1
]T , di = [θi, φi]

T e Xi =
[mT

2i.m
T
3i, . . . ,m

T
pi]

T .

Por exemplo, para um conjunto de 100 imagens,
estimar-se os parâmetros intrı́nsecos de uma câmera
com um gabarito 1D consiste em resolver um pro-
blema de minimização não-linear com 207 incógnitas
(4 parâmetros intrı́nsecos, 3 coordenadas do ponto
M1 e 100 pares [θi, φi]). A utilização do algoritmo
Levenberg-Marguardt Dividido em tal estimação reduz
drasticamente o tempo de computação devido a comple-
xidade reduzida e rápida convergência.

1Do inglês: maximum likelihood estimation.

5 Resultados Empı́ricos

Para avaliar a função mt PartLevMarq, foram
utilizados dados sintéticos para minimizar a equação
(32) (a estimação inicial do vetor Y, exigida por
mt PartLevMarq, foi obtida com auxı́lio do método
linear descrito na seção anterior). Esses dados fo-
ram obtidos supondo-se uma câmera com os seguintes
parâmetros: α = 842, β = 879, u0 = 358 e v0 = 207.
Além disso, foi simulado um gabarito 1D de 30 cm de
comprimento e cinco pontos co-lineares e eqüidistan-
tes. O espaçamento entre dois pontos consecutivos fo-
ram sempre iguais.

Na geração dos dados sintéticos, os ângulos da
equação (31), θi ∈ [−π/2, π/2] e φi ∈ [−π/2, π/2],
variaram aleatoriamente, mas de acordo com uma
distribuição uniforme. Tais dados foram utilizados para
avaliar o desempenho do algoritmo com respeito ao
nı́vel de ruı́do presente nos dados. Para isto, ruı́do gaus-
siano de média zero e desvio padrão σ foi acrescen-
tado aos pontos projetados nas imagens sintéticas. Tal
ruı́do variou de 0,1 a 2 pixels. Para cada nı́vel de ruı́do,
foram realizadas 250 simulações e a mediana de cada
parâmetro intrı́nseco foi armazenada. Essas medianas
foram comparadas com os parâmetros da câmera simu-
lada. O erro de cada um dos parâmetros estimados em
função do nı́vel de ruı́do é apresentado na figura 2, para a
solução linear obtida da equação (30), e na figura 3, para
a solução obtida com o algoritmo Levenberg-Marguardt
implementado.

Analisando a figura 2, observa-se que o erro ob-
tido com a solução linear aumenta quase que linear-
mente com o ruı́do, chegando a ordem de 15% para
um erro com σ = 2. Além disso, alguns parâmetros
são estimados com uma acurácia maior do que outros.
Com o resultado da figura 3, por outro lado, observa-se
que o algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido conse-
guiu reduzir o erro drasticamente deixando-o, para erros
com σ menores que 1 pixel da ordem de 0,1%. Além
disso, o algoritmo consegue estimar todos os parâmetros
com acurácia muito semelhante e, como mostra a fi-
gura 4, em apenas poucas iterações. De fato, o número
de iterações varia muito pouco em função do nı́vel do
ruı́do. Isto é devido à rápida convergência do algoritmo
Levenberg-Marguardt.
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se de uma solução puramente algébrica. Uma solução
com algum significado fı́sico deve envolver diretamente
as projeções observadas �mji, pois estas são as únicas
informações disponı́veis. Tal solução pode ser obtida
como segue.

O ponto M2i pode ser expresso em função do ponto
fixo e dos ângulos θi e φi que definem a orientação do
gabarito, ou seja,

M2i = M1 + L[sen θi cos φi, sen θisen φi, cos θi]
T .
(31)

Além disso, a equação (16) estende a equação (31) para
os outros pontos Mji. Dessa forma, dados as cons-
tantes λ1j , λ2j e estimações de A, M1, θi e φi, a
partir das equações (1), (16) e (31), é possı́vel obter-
se uma estimação, �mji, da projeção do ponto Mji.
Com este resultado, assumindo-se que cada uma das
projeções observadas, mji, esteja corrompida por ruı́do
aditivo, independente, mas com o mesmo desvio padrão,
a “estimação ótima” da matriz A, por meio do critério
da máxima verosimilhança1, é obtida minimizando-se
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onde λ12 = 0 e λ22 = 1, n é o número de imagens, p o
número de pontos do gabarito.

Observando as equações (1), (16) e (31) fica claro
que uma mudança nos elementos de A ou M1 al-
tera os pontos mji de todas as imagens, enquanto uma
alteração em θi ou φi reflete-se apenas nos pontos da
i−ésima imagem. Dessa forma, conclui-se que o pro-
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tamente no algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido,
com c = [α, β, u0, v0,M
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Por exemplo, para um conjunto de 100 imagens,
estimar-se os parâmetros intrı́nsecos de uma câmera
com um gabarito 1D consiste em resolver um pro-
blema de minimização não-linear com 207 incógnitas
(4 parâmetros intrı́nsecos, 3 coordenadas do ponto
M1 e 100 pares [θi, φi]). A utilização do algoritmo
Levenberg-Marguardt Dividido em tal estimação reduz
drasticamente o tempo de computação devido a comple-
xidade reduzida e rápida convergência.

1Do inglês: maximum likelihood estimation.

5 Resultados Empı́ricos

Para avaliar a função mt PartLevMarq, foram
utilizados dados sintéticos para minimizar a equação
(32) (a estimação inicial do vetor Y, exigida por
mt PartLevMarq, foi obtida com auxı́lio do método
linear descrito na seção anterior). Esses dados fo-
ram obtidos supondo-se uma câmera com os seguintes
parâmetros: α = 842, β = 879, u0 = 358 e v0 = 207.
Além disso, foi simulado um gabarito 1D de 30 cm de
comprimento e cinco pontos co-lineares e eqüidistan-
tes. O espaçamento entre dois pontos consecutivos fo-
ram sempre iguais.

Na geração dos dados sintéticos, os ângulos da
equação (31), θi ∈ [−π/2, π/2] e φi ∈ [−π/2, π/2],
variaram aleatoriamente, mas de acordo com uma
distribuição uniforme. Tais dados foram utilizados para
avaliar o desempenho do algoritmo com respeito ao
nı́vel de ruı́do presente nos dados. Para isto, ruı́do gaus-
siano de média zero e desvio padrão σ foi acrescen-
tado aos pontos projetados nas imagens sintéticas. Tal
ruı́do variou de 0,1 a 2 pixels. Para cada nı́vel de ruı́do,
foram realizadas 250 simulações e a mediana de cada
parâmetro intrı́nseco foi armazenada. Essas medianas
foram comparadas com os parâmetros da câmera simu-
lada. O erro de cada um dos parâmetros estimados em
função do nı́vel de ruı́do é apresentado na figura 2, para a
solução linear obtida da equação (30), e na figura 3, para
a solução obtida com o algoritmo Levenberg-Marguardt
implementado.

Analisando a figura 2, observa-se que o erro ob-
tido com a solução linear aumenta quase que linear-
mente com o ruı́do, chegando a ordem de 15% para
um erro com σ = 2. Além disso, alguns parâmetros
são estimados com uma acurácia maior do que outros.
Com o resultado da figura 3, por outro lado, observa-se
que o algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido conse-
guiu reduzir o erro drasticamente deixando-o, para erros
com σ menores que 1 pixel da ordem de 0,1%. Além
disso, o algoritmo consegue estimar todos os parâmetros
com acurácia muito semelhante e, como mostra a fi-
gura 4, em apenas poucas iterações. De fato, o número
de iterações varia muito pouco em função do nı́vel do
ruı́do. Isto é devido à rápida convergência do algoritmo
Levenberg-Marguardt.
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, n é o número de imagens, 
p o número de pontos do gabarito.

Observando as equações (1), (16) e (31) fica claro 
que uma mudança nos elementos de A ou M 1  altera 
os pontos m ji  de todas as imagens, enquanto uma 
alteração em θ i ou φ i reflete-se apenas nos pontos 
da i-ésima imagem. Dessa forma, conclui-se que o 
problema de minimizar a equação (32) enquadra-se 
perfeitamente no algoritmo Levenberg-Marguardt 
Dividido, com c = [α, β, 0u , 0v , M T

1 ] T , d i = [θ i , 
φ i ] T  e X i = [m T

i2 , m ,3
T

i ..., m T
pi ] T .

Por exemplo, para um conjunto de 100 imagens, 
estimar-se os parâmetros intrínsecos de uma 
câmera com um gabarito 1D consiste em resolver 
um problema de minimização não-linear com 207 
incógnitas (4 parâmetros intrínsecos, 3 coordenadas 
do ponto M 1  e 100 pares [θ i , φ i ]). A utilização 
do algoritmo Levenberg-Marguardt Dividido em 
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Figura 1: Esboço do gabarito 1D utilizado na calibração.

conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se

M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)

que pode ser escrita como

z2i = −z1

λ1j( �m1i × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se

z1�A
−1

hji� = L, (23)

onde

hji = �m1 +
λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a

h
T
jiBhji = L2, (25)

onde,

B = z2

1A
−T

A
−1 =




B11 0 B13

0 B22 B23

B13 B23 B33


 . (26)

Levando em consideração que

h
T
jiBhji = [a2

ji, b
2

ji, 2ajicji, 2bjicji, c
2

ji]
T
b = ujib,

(27)
com hji = [aji, bji, cji]

T e b =
[B11, B22, B13, B23, B33]

T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
T
jib = L2. (28)

Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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Mji = zjiA
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Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)
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onde
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T e b =
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T , a equação (25) pode
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T
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Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.
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e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
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λ1j( �m1i × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se

z1�A
−1

hji� = L, (23)

onde

hji = �m1 +
λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a

h
T
jiBhji = L2, (25)

onde,

B = z2

1A
−T

A
−1 =




B11 0 B13

0 B22 B23

B13 B23 B33


 . (26)

Levando em consideração que

h
T
jiBhji = [a2

ji, b
2

ji, 2ajicji, 2bjicji, c
2

ji]
T
b = ujib,

(27)
com hji = [aji, bji, cji]

T e b =
[B11, B22, B13, B23, B33]

T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
T
jib = L2. (28)

Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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          (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-
se um número maior de equações. Contudo, para 
cada imagem, apenas uma equação é linearmente 
independente. Assim, desde que existem 5 incógnitas 
(4 parâmetros de A e 1z ), são necessários, no mínimo, 
5 deslocamentos do gabarito para solucionar o 
problema.

Uma vez que
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conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se

M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)

que pode ser escrita como

z2i = −z1

λ1j( �m1i × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se

z1�A
−1

hji� = L, (23)

onde

hji = �m1 +
λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a

h
T
jiBhji = L2, (25)

onde,

B = z2

1A
−T

A
−1 =




B11 0 B13

0 B22 B23

B13 B23 B33


 . (26)

Levando em consideração que

h
T
jiBhji = [a2

ji, b
2

ji, 2ajicji, 2bjicji, c
2

ji]
T
b = ujib,

(27)
com hji = [aji, bji, cji]

T e b =
[B11, B22, B13, B23, B33]

T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
T
jib = L2. (28)

Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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 for conhecida, a matriz 1z A 1−  
pode ser obtida de 
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conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se

M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)

que pode ser escrita como

z2i = −z1

λ1j( �m1i × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se

z1�A
−1

hji� = L, (23)

onde

hji = �m1 +
λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a

h
T
jiBhji = L2, (25)

onde,

B = z2

1A
−T

A
−1 =




B11 0 B13

0 B22 B23

B13 B23 B33


 . (26)

Levando em consideração que

h
T
jiBhji = [a2

ji, b
2

ji, 2ajicji, 2bjicji, c
2

ji]
T
b = ujib,

(27)
com hji = [aji, bji, cji]

T e b =
[B11, B22, B13, B23, B33]

T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
T
jib = L2. (28)

Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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 através da decomposição de 
Cholesky (GOLUB; VAN LOAN, 1996). Por sua 
vez, com 1z  e A conhecidos, o ponto M 1  pode ser 
obtido a partir da equação (17) e os pontos M i2  a 
partir das equações (22) e (18). Por último, pode-se 
usar a equação (16) para obter-se M ji .

Na presença de ruído, a solução do problema 
de calibração baseada na equação (30), 
geralmente, não é satisfatória. Um dos motivos 
para isso é que a equação (30) não tem nenhum 
significado físico, ou seja, trata-se de uma solução 
puramente algébrica. Uma solução com algum 
significado físico deve envolver diretamente as 
projeções observadas 
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conhecida) do ponto Mji igual a zji, tem-se

M1 = z1A
−1 �m1, (17)

M2i = z2iA
−1 �m2i, (18)

Mji = zjiA
−1 �mji. (19)

Dessa forma, substituindo as equações anteriores na
equação (16), obtém-se

zji �mji = z1λ1j �m1i + z2iλ2j �m2i (20)

após eliminar-se A
−1 de ambos os lados.

Agora, aplicando-se o produto cruzado a ambos os
lados da equação anterior com �mji, tem-se

z1λ1j( �m1i × �mji) + z2iλ2j( �m2i × �mji) = 0 (21)

que pode ser escrita como

z2i = −z1

λ1j( �m1i × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
. (22)

Substituindo as equações (17) e (18) na equação
(15) e considerando z2i dado pela equação (22), obtém-
se

z1�A
−1

hji� = L, (23)

onde

hji = �m1 +
λ1j( �m1 × �mji) � ( �m2i × �mji)

λ2j( �m2i × �mji) � ( �m2i × �mji)
�m2i.

(24)

A equação (23) é equivalente a

h
T
jiBhji = L2, (25)

onde,

B = z2

1A
−T

A
−1 =




B11 0 B13
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 . (26)

Levando em consideração que

h
T
jiBhji = [a2

ji, b
2

ji, 2ajicji, 2bjicji, c
2

ji]
T
b = ujib,

(27)
com hji = [aji, bji, cji]

T e b =
[B11, B22, B13, B23, B33]

T , a equação (25) pode
ser reescrita como

u
T
jib = L2. (28)

Com n imagens, tem-se Un = [uj1,uj2, . . .ujn]T .
Dessa forma, considerando L

2 = [L2, . . . , L2]T , pode-
se encontrar b resolvendo-se

Unb = L
2, (29)

ou seja,
b = (UT

nUn)−1
U

T
nL

2. (30)

Dado um gabarito com mais de três pontos, tem-se
um número maior de equações. Contudo, para cada ima-
gem, apenas uma equação é linearmente independente.
Assim, desde que existem 5 incógnitas (4 parâmetros de
A e z1), são necessários, no mı́nimo, 5 deslocamentos
do gabarito para solucionar o problema.

Uma vez que B for conhecida, a matriz z1A
−1

pode ser obtida de B através da decomposição de Cho-
lesky (GOLUB; Van Loan, 1996). Por sua vez, com z1

e A conhecidos, o ponto M1 pode ser obtido a partir da
equação (17) e os pontos M2i a partir das equações (22)
e (18). Por último, pode-se usar a equação (16) para
obter-se Mji.

Na presença de ruı́do, a solução do problema de
calibração baseada na equação (30), geralmente, não é
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, pois estas são as únicas 
informações disponíveis. Tal solução pode ser 
obtida como segue.

O ponto M i2  pode ser expresso em função do 
ponto fixo e dos ângulos θ i  e φ i que definem a 
orientação do gabarito, ou seja,

1 Do inglês: maximum likelihood estimation.
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tal estimação, reduz drasticamente o tempo de 
computação devido a complexidade reduzida e 
rápida convergência.

Resultados empíricos

Para avaliar a função mt_PartLevMarq, foram 
utilizados dados sintéticos para minimizar a equação 
(32) (a estimação inicial do vetor Y, exigida por 
mt_PartLevMarq, foi obtida com auxílio do 
método linear descrito na seção anterior). Esses 
dados foram obtidos supondo-se uma câmera com 
os seguintes parâmetros: α =842, β =879, 0u  = 358 
e 0v = 207. Além disso, foi simulado um gabarito 
1D de 30 cm de comprimento e cinco pontos co-
lineares e eqüidistantes. O espaçamento entre dois 
pontos consecutivos foram sempre iguais.

Na geração dos dados sintéticos, os ângulos da 
equação (31), θ i ∈[-π / 2, π / 2] e φ i ∈[-π / 2, 
π / 2], variaram aleatoriamente, mas de acordo 
com uma distribuição uniforme. Esses dados foram 
utilizados para avaliar o desempenho do algoritmo 
com respeito ao nível de ruído presente nos dados. 
Para isso, o ruído gaussiano de média zero e desvio 
padrão σ foi acrescentado aos pontos projetados 
nas imagens sintéticas. Esse ruído variou de 0,1 a 
2 pixels. Para cada nível de ruído, foram realizadas 
250 simulações e a mediana de cada parâmetro 
intrínseco foi armazenada. Essas medianas foram 
comparadas com os parâmetros da câmera simulada. 
O erro de cada um dos parâmetros estimados em 
função do nível de ruído é apresentado na figura 
2, para a solução linear obtida da equação (30), e 
na figura 3, para a solução obtida com o algoritmo 
Levenberg-Marguardt implementado.

Analisando a figura 2, observa-se que o erro 
obtido com a solução linear aumenta quase que 
linearmente com o ruído, chegando a ordem de 
15% para um erro com σ = 2. Além disso, alguns 
parâmetros são estimados com uma acurácia 
maior do que outros. Com o resultado da figura 

3, por outro lado, observa-se que o algoritmo 
Levenberg-Marguardt Dividido conseguiu reduzir 
o erro drasticamente deixando-o, para erros com σ 
menores que 1 pixel da ordem de 0,1%. Além disso, 
o algoritmo consegue estimar todos os parâmetros 
com acurácia muito semelhante e, como mostra a 
figura 4, em apenas poucas iterações. De fato, o 
número de iterações varia muito pouco em função do 
nível do ruído. Isto é devido à rápida convergência 
do algoritmo Levenberg-Marguardt.

Figura 2. Erro vs. nível de ruído para a solução linear.

Figura 3. Erro vs. nível de ruído para a solução refinada.
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Figura 4. Número de iterações vs. nível de ruído.

Conclusão

Apresentou-se uma implementação do algoritmo 
Levenberg-Marguardt para solução de problemas 
que levam a uma matriz Jacobiana esparsa. Nesse 
caso, cada iteração do algoritmo pode ser dividida 
em problemas menores e de solução bem menos 
complexa. De fato, com relação ao número de 
parâmetros, a complexidade do método passa de     
N 3  para apenas N.

É sabido que algoritmo Levenberg-Marguardt 
Dividido pode ser utilizado na solução de diversos 
problemas da visão computacional, tais como 
cálculo da matriz fundamental, estimação da 
homografia entre pontos e calibração de câmeras. 
Em especial, pela primeira vez, aplicou-se esse 
algoritmo a tarefa de calibração monocular baseada 
em gabaritos de uma única dimensão. Neste 
caso, a calibração é realizada, dado um conjunto 
de projeções do gabarito em diversas imagens, 
estimando-se os parâmetros intrínsecos da câmera 
e a localização de cada ponto do gabarito no espaço 
tridimensional. Resultados experimentais mostram 
que o método é capaz de realizar a estimação de 
forma satisfatória e em poucas iterações, mesmo 
na presença de ruído. De fato, a acurácia dos 
parâmetros estimados é aumentada drasticamente 
(com relação a solução linear).

O código implementado está disponível, podendo 
ser executado sem modificações no MATLAB® ou 
Scilab® ou Octave® .
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Apêndice – Código fonte

O algoritmo 1 foi implementado em uma 
única função, chamada mt_PartLevMarq, com a 
linguagem do MATLAB®. Essa função necessita de 
uma estimação inicial do vetor Y a ser refinado; um 
vetor de observações X; a tolerância utilizada nos 
cálculos; uma função Func que, dado um vetor , 
calcule  e; uma função JacobFunc que retorne dois 
vetores com todas as matrizes C i e D i . (Também, 
é possível passar qualquer parâmetro extra que 
seja utilizado pelas funções Func e JacobFunc.) 
Já o retorno da função mt_PartLevMarq, este 
é composto pelo vetor  refinado, o número de 
iterações e informações sobre a convergência.

A seguir, apresenta-se o código fonte completo 
da função implementada.

DE FRANÇA, J.; FRANÇA, M.; KOYAMA, M. & DA SILVA, T.

estimação inicial do vetor Y a ser refinado; um vetor
de observações X; a tolerância utilizada nos cálculos;
uma função Func que, dado um vetor �Y, calcule �X, e;
uma função JacobFunc que retorne dois vetores com
todas as matrizes Ci e Di. (Também, é possı́vel pas-
sar qualquer parâmetro extra que seja utilizado pelas
funções Func e JacobFunc.) Já o retorno da função
mt PartLevMarq, este é composto pelo vetor �Y refi-
nado, o número de iterações e informações sobre a con-
vergência.

A seguir, apresenta-se o código fonte completo da
função implementada.

f u n c t i o n [ P , e x i t f l a g , n i t e r ]= mt Par tLevMarq ( . . .
X, P , Func , FuncJacob , t o l , nmax i t e r , v a r a r g i n )
e x i t f l a g = 0 ;
l e n = l e n g t h (X ) ;

[A, B] = FuncJacob ( P , X, v a r a r g i n { : } ) ;
[ La , Ca ,N] = s i z e (A ) ;
[ Lb , Cb , dummy] = s i z e (B ) ;
N = l e n / La ;
Vd = 1 : ( Cb + 1 ) : ( Cb∗Cb ) ;
Ud = 1 : ( Ca + 1 ) : ( Ca∗Ca ) ;

X2 = Func ( P , v a r a r g i n { : } ) ;
Er = X − X2 ;

lambda = 1e−3;

% Loop p r i n c i p a l
f o r n i t e r =1 : nmax i t e r ,

[A, B] = FuncJacob ( P , X2 , v a r a r g i n { : } ) ;

U = z e r o s ( Ca , Ca ) ;
iV = z e r o s ( Cb , Cb ,N ) ;
W = z e r o s ( Cb , Ca ,N ) ;
Ea = z e r o s ( Ca , 1 ) ;
Eb = z e r o s ( Cb ,N ) ;
Y1 = z e r o s ( Ca , Ca ) ;
Y2 = z e r o s ( Ca , 1 ) ;

warn ing ( ’ o f f ’ , ’ a l l ’ ) ;
f o r n =1:N,

U = U + A ( : , : , n ) ’∗A ( : , : , n ) ;
Vi = B ( : , : , n ) ’∗B ( : , : , n ) ;
Vi ( Vd ) = (1+ lambda )∗ Vi ( Vd ) ;
iV ( : , : , n ) = inv ( Vi ) ;
W( : , : , n ) = ( A ( : , : , n ) ’∗B ( : , : , n ) ) ’ ;
Ea = Ea + A ( : , : , n ) ’ ∗ . . .

Er ( 1 + ( n−1)∗La : n∗La , 1 ) ;
Eb ( : , n ) = B ( : , : , n ) ’ ∗ . . .

Er ( 1 + ( n−1)∗Lb : n∗Lb , 1 ) ;

tmp = W( : , : , n ) ’∗ iV ( : , : , n ) ;
Y1 = Y1 + tmp∗W( : , : , n ) ;
Y2 = Y2 + tmp∗Eb ( : , n ) ;

end

U( Ud ) = (1+ lambda )∗U( Ud ) ;

da = (U−Y1 ) \ ( Ea−Y2 ) ;
warn ing ( ’ on ’ , ’ a l l ’ ) ;

db = z e r o s (N∗Cb , 1 ) ;
f o r n =1:N,

db ( ( 1 + ( n−1)∗Cb ) : n∗Cb )
= iV ( : , : , n ) ∗ . . .

( Eb ( : , n)−W( : , : , n )∗ da ) ;
end

Ptmp = P + [ da ; db ] ;
X2 = Func ( Ptmp , v a r a r g i n { : } ) ;
ErNew = X − X2 ;

dEr = norm ( Er ) − norm ( ErNew ) ;
i f ( dEr >0)

P = Ptmp ;
Er = ErNew ;
lambda = lambda / 1 0 ;

% C r i t e r i o de parada
i f ( abs ( dEr)< t o l )

e x i t f l a g = 1 ;
break ;

end
e l s e

lambda = 10∗ lambda ;
end

end
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estimação inicial do vetor Y a ser refinado; um vetor
de observações X; a tolerância utilizada nos cálculos;
uma função Func que, dado um vetor �Y, calcule �X, e;
uma função JacobFunc que retorne dois vetores com
todas as matrizes Ci e Di. (Também, é possı́vel pas-
sar qualquer parâmetro extra que seja utilizado pelas
funções Func e JacobFunc.) Já o retorno da função
mt PartLevMarq, este é composto pelo vetor �Y refi-
nado, o número de iterações e informações sobre a con-
vergência.

A seguir, apresenta-se o código fonte completo da
função implementada.

f u n c t i o n [ P , e x i t f l a g , n i t e r ]= mt Par tLevMarq ( . . .
X, P , Func , FuncJacob , t o l , nmax i t e r , v a r a r g i n )
e x i t f l a g = 0 ;
l e n = l e n g t h (X ) ;

[A, B] = FuncJacob ( P , X, v a r a r g i n { : } ) ;
[ La , Ca ,N] = s i z e (A ) ;
[ Lb , Cb , dummy] = s i z e (B ) ;
N = l e n / La ;
Vd = 1 : ( Cb + 1 ) : ( Cb∗Cb ) ;
Ud = 1 : ( Ca + 1 ) : ( Ca∗Ca ) ;

X2 = Func ( P , v a r a r g i n { : } ) ;
Er = X − X2 ;

lambda = 1e−3;

% Loop p r i n c i p a l
f o r n i t e r =1 : nmax i t e r ,

[A, B] = FuncJacob ( P , X2 , v a r a r g i n { : } ) ;

U = z e r o s ( Ca , Ca ) ;
iV = z e r o s ( Cb , Cb ,N ) ;
W = z e r o s ( Cb , Ca ,N ) ;
Ea = z e r o s ( Ca , 1 ) ;
Eb = z e r o s ( Cb ,N ) ;
Y1 = z e r o s ( Ca , Ca ) ;
Y2 = z e r o s ( Ca , 1 ) ;

warn ing ( ’ o f f ’ , ’ a l l ’ ) ;
f o r n =1:N,

U = U + A ( : , : , n ) ’∗A ( : , : , n ) ;
Vi = B ( : , : , n ) ’∗B ( : , : , n ) ;
Vi ( Vd ) = (1+ lambda )∗ Vi ( Vd ) ;
iV ( : , : , n ) = inv ( Vi ) ;
W( : , : , n ) = ( A ( : , : , n ) ’∗B ( : , : , n ) ) ’ ;
Ea = Ea + A ( : , : , n ) ’ ∗ . . .

Er ( 1 + ( n−1)∗La : n∗La , 1 ) ;
Eb ( : , n ) = B ( : , : , n ) ’ ∗ . . .

Er ( 1 + ( n−1)∗Lb : n∗Lb , 1 ) ;

tmp = W( : , : , n ) ’∗ iV ( : , : , n ) ;
Y1 = Y1 + tmp∗W( : , : , n ) ;
Y2 = Y2 + tmp∗Eb ( : , n ) ;

end

U( Ud ) = (1+ lambda )∗U( Ud ) ;

da = (U−Y1 ) \ ( Ea−Y2 ) ;
warn ing ( ’ on ’ , ’ a l l ’ ) ;

db = z e r o s (N∗Cb , 1 ) ;
f o r n =1:N,

db ( ( 1 + ( n−1)∗Cb ) : n∗Cb )
= iV ( : , : , n ) ∗ . . .

( Eb ( : , n)−W( : , : , n )∗ da ) ;
end

Ptmp = P + [ da ; db ] ;
X2 = Func ( Ptmp , v a r a r g i n { : } ) ;
ErNew = X − X2 ;

dEr = norm ( Er ) − norm ( ErNew ) ;
i f ( dEr >0)

P = Ptmp ;
Er = ErNew ;
lambda = lambda / 1 0 ;

% C r i t e r i o de parada
i f ( abs ( dEr)< t o l )

e x i t f l a g = 1 ;
break ;

end
e l s e

lambda = 10∗ lambda ;
end

end
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