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RESUMO: Apresenta-se a aplicacdo dos operadores de fatorizacdo para a resolugdo das principais equacdes diferenciais li-
neares de segunda ordem da Fisica Matematica como alternativa para o método de Frobenius. Em equagcGes mais simples, a fa-
toragdo reduz a equacdo diferencial de segunda ordem a um par de equacgles diferenciais de primeira ordem, cada qual forne-
cendo uma das solugBes linearmente independentes. Em outras, geralmente equacbes de auto-valores, os operadores de fatori-
zacao sdo identificados como operadores de levantamento e de abaixamento de indices, de modo que basta resolver a equagéo
diferencial correspondente ao auto-valor de nivel mais baixo, onde uma simples integracdo é suficiente. Verifica-se que a maioria
das equacOes diferenciais comumente estudadas na Fisica Matematica podem ser fatoradas.

PALAVRAS-CHAVE: Equacgbdes diferenciais lineares; Operadores diferenciais; Operadores de fatorizac&o.

1 - INTRODUCAO

As leis da Fisica, quando possiveis, sdo preferen-
cialmente formuladas através de equagdes matematicas,
em geral, sistemas de equacbes diferenciais parciais de
segunda ordem. Em muitas aplicagdes, as varidveis po-
dem ser separadas, originando um conjunto de equacdes
diferenciais ordinarias (TIJONOV & SAMARSKY, 1972;
BOYCE & DiPRIMA, 1965). Uma classe muito especial, e
uma das principais matérias de estudo da Fisica-Mate-
matica, sdo as equacgdes diferenciais ordinarias, lineares,
de segunda ordem, cuja forma geral é

AP () + By (o) + Cle)yle) = D(r),

ou, desde que Al{x} # 0,

y"(2) + Pla)y'(xr) + Q(u)yle) = R(x) . @

onde d g
' Ty ; . Y
y(r)= e Y "(r) = ez etc..

Excetuando alguns casos mais simples, a técnica
usual aplicada na resolucdo destas equacdes diferenciais
€ o0 método de Frobenius. As solu¢gdes definem as fun-
¢cOes especiais da Fisica-Matematica (ARFKEN, 1966;
BUTKOV, 1968).

Uma alternativa muito elegante e simples, e que

nem sempre tem merecido a devida atencdo, € o método
da fatoracdo, ou fatorizacdo. Em casos mais simples, a
fatoracdo de uma equacdo deferencia! de segunda ordem
resulta num par de equacdes diferenciais de primeira or-
dem, cujas solu¢des podem ser obtidas por integracado
direta. Em equac¢bes de auto-valores, a fatoracdo define
operadores que atuam no levantamento e no abaixa-
mento de indices das auto-fungdes, bastando, portanto,
resolver a equagdo para o nivel fundamental, por exem-
plo. Este procedimento é aplicado, principalmente, na
Mecénica Quéntica (DICKE & WITTKE, 1960; POWEL &
CRASEMANN, 1961), servindo como modelo o oscilador
harménico simples, assim como o0s operadores de mo-
mento angular (GASIOROWICZ, 1974), e em aplicacdes
mais recentes, na resolucdo de alguns sistemas quanticos
mais complexos (KIMEL, 1982, GOTO, 1993), indicando
também implicagdes tedricas mais profundas da Fisica
tedérica em modelos fatorizaveis (ALVES & DRIGO FI-
LHO, 1988).

Possivelmente, nem todas as equacdes diferenciais
de segunda ordem podem ser fatoradas, nem se conhe-
cem regras precisas ou as condigcdes necessarias para que
as mesmas sejam fatoraveis, apesar de a idéia ser antiga
e aparentemente simples, de certa maneira lembrando o
método utilizado para a obtencdo das raizes da equacéo
algébrica de segundo grau. A equacao deferencial linear
homogénea de segunda ordem, equacdo (1), caso D(x) =
0, com os operadores diferenciais evidenciados, fica
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. + C’(.r)] y(z} =0, (3

que termn uma forma similar 4 equagéo algébrica de se-
gundo grau,

d
[A(r)ﬁ- + B(x)—

ar®+br+c=0. M‘]

Equacbes diferenciais, no entanto, sdo muito mais
complexas que as equacdes algébricas, pois as variaveis
envolvidas sado operadores diferenciais e fun¢cfes atuando
sobre uma outra fungado, a ser determinada. Entretanto, o
procedimento usado na resolugcdo da equagdo algébrica
de segundo grau pode servir como um guia importante
no tratamento destinado as equacdes diferenciais. Por
exemplo, uma maneira simples de resolver a equacao (4)
é colocar na forma

. b\? h? 4 c 0 (5)
&1 2a 1a? " a

Se desejarmos prosseguir na fatoracio, podemos
considerar

b b
r+ — -4+ a I—i———'—._‘)’ — 0.
2a 2a

Desenvolvendo,

2

b\~ _ b
(.i' + ) - {(1 + j} (..{‘ 4 ) t (‘l‘.'j =0
. Qa 2a

e comparando com a equacao (5), temos

. ( b* ¢
= = da?  aj)’

resultando na forma fatorada

b [ b2 C i b
xr i = el | le B el
2a v ta? a 2a

Esta equacéo é satisfeita se

(7)
21 +

ou

Neste sentido, a equacdo algébrica de segundo
grau (4) foi transformada em duas equacgdes algébricas
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de primeiro grau, cujas solu¢cdes sdo imediatamente
identificadas.

Ao contrario de uma equacédo algébrica de segundo
grau, ndo ha procedimento geral conhecido para trans-
formar uma equacédo diferencial linear de segunda ordem
em duas equacdes diferenciais de primeira ordem, que
identificariam de forma mais simples as duas solucdes li-
nearmente independentes. Evidentemente, isto poderia
ser feito se fosse possivel fatorar a equagdo diferencial,
equacao (3). Neste sentido, os primeiros trabalhos foram
desenvolvidos por (INFELD & HULL, 1951), com o esta-
belecimento de algumas regras e procedimentos a serem
seguidos. Como, de qualquer maneira, ndo se trata de
uma regra geral de fatoracdo, cada caso deve ser analisa-
do em fungéo das suas peculiaridades que, as vezes, indi-
cam uma regra simples de fatoracédo. E o que se pretende
mostrar nos exemplos apresentados, inicialmente para
equacOes diferenciais a coeficientes constantes.

Este € um dos trabalhos que vem sendo usado
junto aos alunos bolsistas do Curso de Fisica da UEL que
integram D Grupo PET/Capes como um guia inicial no
estudo de diversos aspectos das equacfes diferenciais da
Ffsica-Matematica, com énfase nos operadores, suas
propriedades algébricas e as possiveis aplicacbes na Fisi-
ca.

2 - EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE
SEGUNDA ORDEM A COEFICIENTES
CONSTANTES

Uma equacado diferencial linear de segunda ordem
a coeficientes constantes tem a forma geral

d? d
—_ r(t)y =0.
[Adf?+8dt+(}r() {9)

Um exemplo familiar & a equagao classica do osci-
lador harménico simples unidimensional [SYMON, 1972).

2. :
L+w,{—0 110}

dt?

E imediato verificar que pode ser fatorada como

d d ,

gt lg—w)e=0 an

d \(d4 o (12)
(a —_ !u.-’) (df +- Ew) J O.

as duas solugbes lincarmente independentes xq{t) e xp(t}
satisfazendo as equacdas diferenciais de primeira ordem,

d
(E — Ew) .1"1[31) =1 {13}

d {(14)
(df + )W) lf?(t} = 0'.-
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respectivamente, para

(=€ e r(t)= ¢t {(15)

A equagdo na forma geral pode ser exemplificada
pela equagio do oscilador harmdnico simples, unidimen-
sional, com amortecimento,

Fae  _ dx 5
F—'—_“{E—i—u} :I‘=0.

(16)

Usando o caso sem amortecimento como exemplo,
pode-se tentar a fatoragao

d d (17)
Ao R I Bl * — 0.
(di+ )(dt—l—())x 0.

2 ."-.
(_d__ + (D +Q")i + Q012 =0,

oOU s8ja,

di? dt

de modp que, para
0 =a+ b, (18}
resulta

(N+MV=2a=27 e QO =a*+b =2

DU seja,
=~ + i{w? — )72 {19}

As solugdes procuradas sio obtidas das equaghes
de primeira ardem,

d Y _a (4 _ o (20
(J+Sg).n(f]—0 ¢ (E—l—ﬂ) J‘-g(f)—o,

resultando

aty=¢ = e ()= @

que correspondem, evidentemente, as conhecidas solu-
¢Oes para os trés casos possiveis de um oscilador harmo-
nico simples com amortecimento.

3 - EGUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE

SEGUNDA ORDEM A COEFICIENTES
VARIAVEIS

A fatoracdo de uma equacado diferencial linear de
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segunda ordem a coeficientes variaveis é uma tarefa um
pouco mais complexa que no caso dos coeficientes
constantes. O método dos operadores de fatorizagcdo é
pouco utilizado na resolucdo de equacfes diferenciais,
por ser de dificil aplicagdo, e a sua vantagem aparece em
poucas situacBes mais simples da Mecénica Quantica,
qgquando a sua elegancia e simplicidade se tornam visiveis.
Pretende-se mostrar, neste trabalho que o método é
muito mais abrangente, podendo ser aplicado para a
maioria das equacdes diferenciais usuais da Fisica Mate-
matica, apesar de ndo oferecer nenhum formalismo de
aplicabilidade geral ao propésito da fatoragcdo, muitas ve-
zes vaiendo-se da intuicdo, através da apresentagao de
alguns exemplos simples, estendendo o procedimento
para as equacdes tradicionais da Fisica Matematica, como
as equacdes de Legendre, de Bessel, etc.

3.1 - Exemplos de fatoracdo imediata

Apresenta-se nesta subseccdo algumas equacbes

diferenciais cuja fatoracdo é relativamente simples que
podem servir de guia para 0s casos mais complexos.
Considere

d? 6
Yy ) 0. {22)

Pode-se tentar a fatoraco na forma de produto de
dois operadores diferenciais,

d d _ (23)

onde f{x} & uma funcéo arbitraria. Resulta em

d? .
_ o . 2 — U,
(af:f:2 I ! )U

que resulta na equacao original se

6
Y 2 _ ¥
f‘ + f - ;rz'
Supondo, para um parametro aconstante,
o , o ,  F (24)
f=S=f=—g e =5

chega-se a uma equagdo algébrica de segundo grau em
&

o’ —a—6=0,

cujas rafzes sao

{o} = {-2.3},

correspondentes s duas solugBes para f{x},

flry = { :_ 372;1,/:8 ‘ (25)
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Para o« = -2, a fatoracéo fica

d 2 d 2\ (26}
(%‘5)(@%)9—‘?’

gparac=3,

dx xr dr I :

de modo que uma das solucdes deve satisfazer 3 equacgio
diferencial de primeira ordem

d 2
(_ N _) y=0. (28)
dr x

( d 3) B (29}
e — — y —_— N
de x

cujas solugdes base sdo, respectivaments,

€ a outra,

h = l/';l‘2 e Yo = 3. {30)
Uma outra equagdo diferencial de ficil fatoragéo &
; a* o ' (31}

que, através de procedimentos anélogos ao ¢caso anterior,
resulta em

Ii:lza .1'—d—q:a. y = Q. (32)
dr _ dr

as solugdes bases
a

h=r e Yy = r® (33)

obtidas a partir das equagdes diferenciais de primeira or-

dem
! (in:Fa)y:U. (34)
dr

A equacho diferencial seguinte,

g e (35)

surge como a parte radial da equagéo de Laplace
Vip =0

em coordenadas polares esféricas. Pode ser fatorada co-
mo

SeninaCi. Exatas/Tecnol., v. 14/15, n. 4, p. 365-374
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N I aTp x ;I‘p
¢ = h —_— _|__.
0= (75 =) (S5 + F) e

AN .l‘p r .I‘P
G+ ) (3-8 e

as soluches podendo ser procuradas através das equa-
¢Oes diferenciais de primeira ordem

ou

d £
el T =0 (38)
(d.r * .r)
e
d (1Y
E - r y - LY {39}
respectivamente
p=at e =2t oo g

3.2 - Equagdo de Legendre
A equacao de Legendre,

(1 _‘rZ}yn . 2‘1'.1}"" ,\y — D . (41)

é uma das principais equagtes diferenciais da Fisica~-Ma-
temdtica, parte angular do desenvolvimento o operador
laplaciano em coordenadas esféricas.

A sua fatoragho pode ser tentada, multiplicando inicial-
mente por {1 - x2},

{ L d
[(1 — .1'2):;—;(1 — )=+ (1 - .'rz],\] y=0. 42

através de
oy 4 TN
[(1 — %) +f] [(1 ) .f] =

, d d .
1 — 223 |1 — 2y 2 — p| — 2
(-t |- et f] s
Considere, para ¢ constants,
f’ = —x — f = —ax

de modo gue a equagdo acima fica

{(1 — mz)% — a;r] [(1 — x2)d(—i + (.'r;r] =

(1—2?) [i(l —_ mz)% + (e 4 1)] —at .



Definindo os operadores

d L, d
Lo=-——(1-0")—+ala+1), @3
dr dr

w1 — e e
(o =1(1—2a )Jr—kn.z (44)

QF=—(1- ,;-E]i +ar. (45

verifica-se que
1 +a? (46)

2.C —(1 — 1AL,

QIQG = —(l — 2L, +a?. (47)
Como
Loyn =0 (@81

€ a equacgio de Legendre para A = of{a + 1], resultam

Qi(gﬂ yl“\ = sza - (49)

QoQF you1 = 0%y . {50)

Muttiplicando, pelo lado esquerdo, a primeira equa-
¢dio por Qy e a segunda por QF, resultam

(JG(Q:‘:QG'\ ] Yo — (QQQ:)QG Yo — ﬂz(t?ayo (51)
e

Qi QaQ2) ¥o1 = (QIQIQL your = (g
ﬂzQ:y{t—l .

A equagdo (51), combinada com a equagio (46), re-
sulta

chCJ ]Qa Yo = [_‘(l — ;1'2),60_1 -+ &2] (d)a Yo =

*QalYo

ou 5eja,

ﬁa—l((ga ¥} = 0. 53)

SeminaCi. Exatas/Tecnol., v. 14/15,n. 4, p. 365-374

Do mesmo modo, combinando as equagdes (52) e
(47}, resulta

QIQ“)QI Yo-1 = [ (1~ z )Ea + J Q Y1 =

23+
& Qay&-—l k)
e portanto

{54}
EO(QI y:‘-v—l) =0.

Destes resultados, pode-se concluir que

Q:’.l y:} Q: y{x—l — C'"ya L

para C e C’'. constantes. Estas constantes podem ser de-
terminadas substituindo-se a primeira relagio na segun-
da, por exemplo, resultando

= ("ycx—l ¢

Qj Qn— Ho = (!(”ya N
que, comparado com a equacao (49}, implica
( 4("'! — (12

SeconsiderarC = C° = «, resultam

1 {55}
Yp—1 = _ch Yo
&
&
1 3+
Yo = =T yacy - (56)
o
Paraq = 0, pode-se impor
S d
Qovo=(1—2?)—ye =0, 7}
dr

cuja solugdo, convenientemente normalizada, & o poli-
ndmio de Legendre de ordem zero,

Yo= Iy =1 (68)

Para o = £ inteiro positivo, a equacgdo (56) fornece
os polinémios de Legendre de ordem &, Pglx}, pela apli-
cacao sucessiva dos operadores de levantamento de Indi-
ce QE,

1
Pe(x) = 5QF Pee1 - (59)

De uma maneira geral, a condi¢in

(60)

5. d 5.
QiQoya = (1 —3’2)@(1 - Iz)EFD =0,

369



fornece também a segunda solucdo da equagdo de Le-
gendre, através da integracéo de

d
(1 —2?)—yo =cle. = (' ..
dr

que resulta, para [x] < 1, por exemplo, na fun¢io

Yolx) = /( _E_ An = (61)

1 — x?)
| (1 +x)

(_'1+("2-‘51r|(l- J‘].

Cq1 = 0 e Cz = 1 corresponde 2 segunda solucio da
equacao de Legendre de ordem zero, as solu¢des corres-
pondentes a ¢ inteiros positivos sendo obtidas pela apli-
cacao sucessiva dos operadores de levantamento de fndi-

ces O‘é‘.

3.3 — Fungbes esféricas de Bessel

FuncGes esféricas de Bessel sdo as solugdes da
parte radial da equagé@o de Helmholiz

V0 + 29 =0,
escritas em coordenadas polares esférias.
Considerando

V(r,0,p)= R(r)Q(0) ®(v),
a equacdo radial fica

-;-'“’i{a—‘_H n ‘Zr'(Hi i P.;.:J.z _ £(€ + 1)] R—=0. (62
dr? dr

que pode ser transformada na equacio de Bessel de or-
dem semi-inteira

Ny 2
?,z(_” / 2 ,.dZ 1| k22 (g{ - i) Z =10 (63)
dr? dr 2
para
Z(kr)
: (r) = )17z (64)

Se, ao invés disto, for definida a relacdo

R(r) = u(.f.‘.")l‘ ()
kr
tal que
dﬁ | dj_ i
dr  krdr kr?
e

d { ,dR ,d* R Lo dR  rd*u

— | — ] =7 : & = =

dr dr dr? dr kodr?
Semina Ci. Exatas/Tecnl., v. 14/15, n. 4, p. 365-374
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a equacao (62} fica

Pu [, He+1)
P S

ou, em forma de uma equagio de auto-valores,

2y I+ 1)
—_ — 1L

dr? r2

= —k*u,

cujo lado esquerdo pode ser fatorado como

d ¢][d ¢ ,
[E_;][E—{—;]H——&H
ou

d @+ [d e+ 4
[d-r+?—*] [Eﬁ r ]u:_k %

podendo-se verificar facilmente que

i_{' d €_
e | il

[£+MHd_M]=m

dr r dr r
para
d? fé+1)
He = dr? 72

Definindo os operadores

d £
Di=|—+ -
¢ [d'r + 7|
&
d a
Dy =—|—_"=C
¢ [dr r] ’

resultam as relagdes

_ +
D:-+1Hf-’ = Hen Df+1

D Hepr = HeDyy 1.
Usando a equacio de auto-vaiores

Heup = — k?uf

(66}

(67)

{68}

{69)

{70}

{713

{72)

(73)

(74)

{75)

{76)



ficam

I._)F_‘]H,"U; — ‘Hrul),t_f”r = g'"f[);:_lui

e

!_}! | l?-{r'-l—l“"-l—l == H;’.{);+] Uiy — _-A'?_i-lf)‘_'_l Uig]a

sugerindo que

v s
DbYjur=Curyy e Dy = Clug,

desde que

k2, = k2 =2

’i}]_ i

Isto &, os aulo-valores sdo completamente dege-
nerados, os operadores D;;-"- e Dp atuando como opera-
dores de levantamento e de abaixamento de indices dos
auto-estados ou, na nomenclatura da Mecénica Quéntica,
como operadores de criacdo e de aniquilacéo,

| (77)
X D;‘ -1 Uy

il = 1

Ueg—1 = :“D; Uy, (78)

Os operadores de criacao e de aniquilagdo permi-
tem relacionar os varios auto-estados, de modo que, co-
nhecendo-se um destes auto-estados, pode-se obter os
demais. Neste caso, pode-se obter o auto-estado para o
caso ¢ = 0, quando a equacdo de auto-valores fica

ﬂr‘i”u . A_-z”l (79)
- g7

JHt'r”ﬂ —

dr?

cujas duas soluc¢des linearmente independentes sao

o, — cos kr e Uoy = sen kr, (80

Como, pela definicdo usada,

(1) = rRe(r),

que deve ser nula na origem, r = 0, a solugdo fisica-
mente aceitdvel é

) scrt kr (81)
uu(i-) = sen kr = Hn[_!‘] = — -},. —
o
Os demais auto-estados podem ser obtidos pela
aplicacdo sucessiva dos operadores de criacdo. Por
exemplo,

Semina Ci. Exatas/T ecnol., v. 14/15, n. 4, p. 365-374

! 1|d 1
u(r)= —Ditvg= - |— —=luw =

k k |dr

1 82}
—cos kr + -—sen kr.

kr
Do ponto de vista da Fisica Matemética, as auto-
fungbes uy(r) sdo as funcdes esféricas de Bessel.

4 - RELACOES DE RECORRENCIA E OPERADO-
RES

Foi visto nas seccBes precedentes a fatorizacdo de
algumas equacbes diferenciais lineares de segunda or-
dem, com a introducdo de operadores que, em proble-
mas de auto-valores, funcionam como operadores de le-
vantamento e de abaixamento de indices, ou na lingua-
gem da Mecénica Quéntica, operadores de criacdo e de
aniquilacao.

Muitas das equacgOes da Fisica Matematica sédo
equacdes de auto-valores, discretos, com as auto-fun-
¢cdes obedecendo a relagcbes de recorréncia (ARFKEN,
1966). Nestes casos, pode-se mostrar que os operadores
de levantamento e de abaixamento de indices podem ser
derivados diretamente das rela¢gdes de recorréncia. Uma
aplicacdo sucessiva do operador de levantamento e do
operador de abaixamento de indices, ou vice-versa, que
corresponde a uma transformacao identidade, resulta em
geral na equacao diferencial original, mostrando que os
operadores de fatorizacdo coincidem com os operadores
de levantamento e de abaixamento de indices. No en-
tanto, como relacdes de recorréncia sao derivadas a partir
da funcd@o geratriz, sendo portanto conhecidas as solu-
¢Bes da equacdo diferencial considerada, nestes casos,
a fatoracdo como método de resolugdo de equacgdes di-
ferenciais se torna redundante.

Mesmo assim, a identificacdo dos operadores de le-
vantamento e de abaixamento de indices é interessante,
deixando mais claras as relagdes entre as auto-funcgdes,
além do interesse matematico intrinseco destes opera-
dores, que atuam sobre o espaco vetorial definido pelas
mesmas; além disso, o conhecimento da algebra destes
operadores pode se tornar importante no estudo das
propriedades fisicas e matematicas de um determinado
sistema.

A seguir, faz-se a identificacdo dos operadores de
levantamento e de abaixamento de indices para diversas
equacOes diferenciais da Fisica Matematica, a partir de
pares de rela¢cBes de recorréncia.

Veja que, com exce¢do da equacdo de Bessel, as
demais podem ser resolvidas, com certa facilidade, para
as auto-funcfes de nivel mais baixo (auto-valor nulo), a
partir das quais pode-se obter as demais pela aplicacao
sucessiva dos operadores de levantamento de indices.

4.1 — Equacdo de Legendre
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As relagbes de recorréncia liteis sdo

(1 — z?) (84
-
_ m2
Pf_] = i‘P}‘ + (]‘—f‘r—)P; ,f Z ].. {es!

podendo-se de imediato identificar os operadores de le-
vantamenio e de abaixamento de indices, definidos por

1 gy d .
_ N x| P 88
FPryy @+ 1) [(1 ¥ )dJ.' (“l’U?]H
Y ’
g 87)
Py = ! [(1 — ) —+ f’r] P,
£ dr

que coincidem com os operadores previamente definidos
na seccdn anterior, equaghes (44] e (45), respectivamenie,

4.2 — Equacgio de Bessel

- *

a?y” + wy + (27— )y = 0. (88)

Pode-se usar as relagdes de recorré&ncia

21 (89)
dae1 + a1 = —I‘Jn

. 3 7
Jpor — dnr = -2'In (90)

que definem os operadores de levantamentoc e de abai-
xamento de Indices, respectivamente

d n
! — — — — —
Jn-f-l - I:dl’ (I‘-] Jn ‘ (91}
8
d 1
Joo1 = |—+ —| Sa-
' [,d,;x + ;zz] (92)

4.3 — Equagao de Hermite

y"” — 2oy + 2ny = 0. {93)

Usa-se as relagoes de secorréncia
II—,—L+1 = 2.1'-'1{_{,1 — ZZI’?.H —1 {94)
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{95)
H; = an —1 s

correspondentes aos operadores de levantamento e de
abaixamentp de indices

d
Hn+l = — [;{;’ — 2:17] }{n (96)
e
I d (o7}
Hﬂ_l - :-_,);EHH .

Pode-se ver que os operadores de levantamento e
de abaixamento de Tndices, neste caso, ndo sdo simétri-
cos pela substituigiio

o 7}

_— — — 3

dr Jr
como Nos casons anteriores.

4.4 - Equagado de Laguerre

y" 4+ (3 =2y +ny =0 (s8]

Parte-se das relacdes de recorréncia

Loy1i=(2n+1—rx)L, — n* L,y {99}

e
‘BL:" = “L” - nzLu-—l N {100}
resultando
i
Logr = l.r(— I r:] L, {101}
dr |
a
1 b7
- - _— N (102)
Las = ['rd.r n] L, .

45 — Equacio de Chebychev, tipo |

(1 — a2y — ey + 0%y =0 {103)

Tem-se as relagdes de recorréncia

Tn.+l —2x1,+71,., =0 {104)

(1 _ .1'2){.21:, — _n‘r:[;l +nT,_y ? (105)



resultando nos operadores de levantamento e de abai-
xamento de indices, respectivamente

. 1—2x?) d ]
Tn+1 = — —( " E - .r T’R (106]

S 1
=24 7. am

Tna = n dr

4.6 - Equagio de Chebychev, tipo I

(1~ 2%)y" — 3y’ + n(n +2)y = 0. (108}
As relagGes de recorréncia
Uy — 20U, + U, =0 (109)

(1— .1'2)(-’: = —nxliy +(n+ Loy (110)

definem os operadores de levantamento e de abaixa-
mento de indices, respectivamente

_ | 4 . {1nn
f = —— {1 — Y — — [ x| U,
e
1 d
7 - gy & . T
ooy = (n+1) [(1_ T )d.r trrt i gy
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ABSTRACT: We present applications of factorization operators

5 - CONCLUSOES

Apresentamos, através de exemplos, a fatoracdo de
varias equacOes diferenciais lineares de segunda ordem,
mostrando ser, em alguns casos, uma alternativa simples
e elegante para a resolucdo destas equacdes diferenciais.

Mostramos também que em equacOes diferenciais
envolvendo problemas de auto-valores, podemos obter
facilmente os operadores de fatorizacdo a partir das rela-
¢Bes de recorréncia, sendo identificados como os opera-
dores de levantamento e de abaixamento de indices, que
fazem a conexdo entre as auto-funcdes. Nestes casos,
nao se deve considerar a fatoragcdo como um método de
resolucdo destas equacfes diferenciais, pois as solucdes
ja s@o conhecidas a partir do momento em que sdo co-
nhecidas as relacdes de recorréncia, derivadas a partir
das funcBes geratrizes. No entanto, os operadores de le-
vantamento e de abaixamento de indices tem interesses
fisicos e matematicos intrinsecos, justificando os esforgos
na sua identificacdo, assim como no estudo das suas pro-
priedades.

Do ponto de vista didatico, podemos enriquecer
muito o estudo das equacdes diferenciais com a introdu-
cdo do método dos operadores de fatorizacdo, que for-
nece uma maneira simples e elegante de se resolver uma
séries de equacgOes diferenciais lineares de segunda or-
dem da Fisica Matematica, além da introdugdo dos recur-
sos dos operadores de levantamento e de abaixamento
de indices nos problemas de auto-valores, importantes
principalmente no contexto da Mecanica Quantica.

Semina: Ci. Exatas/Tecnol., Londrina, v. 14/15, n. 4,

to solve linear second order differential equations as an

alternativo to the Frobenius method in Mathematical Physics. In some simple examples, the factorization reduces a second order
differential equation to a pair of first order differential equations, each one giving one of the linearly independent solutions. In other,

generally eigenvalue equations, the factorization operators are

identified with the eigenfunctions index raising and lowering

operators; in these cases, one just need to solve the towest eigenvalue differential equations, where a simple integration is
enough. We can also confirm that the majority of Mathematical Physics differential equations can be factored.

KEY-WORDS: Linear differential equations; Differential operators;

Factorization operators.
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