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RESUMO: Foi desenvolvido um delineamento adequado ao estudo de superficies de resposta, denominado Delineamento
Fatorial Duplo, com duas variaveis. O delineamento é composto de 17 combinacgdes entre os niveis das variaveis, sendo que 9
delas formam um fatorial 3%, onde os niveis das varidveis X; e X, estdo codificados em -1, O e +1, e as outras 8 combinacdes,
associadas ao ponto central (0, 0), formam o segundo fatorial 32, onde os niveis das variaveis X; e X, estdo codificadas em
-a, o e +a Foi verificado que quando a = 0,780776406, o delineamento torna-se ortogonal e, assim, diversas formulas foram
obtidas, tais como as férmulas para estimar os coeficientes polinomiais, as variancias dos coeficientes, etc. O delineamento fato-
rial duplo mostrou-se menos eficiente do que o fatorial 3° e mais eficiente do que os fatoriais 5° e 77, para todos os coeficientes
polinomiais, quando empregamos a técnica de PIMENTEL GOMES & CAMPOS (1972) e no caso de se utlizar a mesma éarea
total para todos os delineamentos comparados.

PALAVRAS-CHAVE: Superficies de resposta, Equagfes polinomiais de segunda ordem

1 - INTRODU(;AO Os delineamentos desenvolvidos, denominados
; delineamentos compostos, sao construidos pela adi-
FISCHER 11935), YATES (1937) e FINNEY (1945) cdo de outros tratamentos ao delineamento fatorial 2*.

apud JOHN (1971), foram os pesquisadores que deram
inicio ao estudo dos esquemas fatoriais, necessarios ao
ajustamento de uma funcdo aos dados.

BOX & WILSON (1951) introduziram os delinea-
mentos compostos centrais, no estudo de superficies de
resposta. Os autores propuseram esses delineamentos,
adequados ao ajustamento aos dados um polinédmio do

Os delineamentos compostos sdo divididos em dois
grupos, ou seja, os delineamentos compostos centrais
(mais importantes) e os delineamentos compostos néo
centrais.

Os delineamentos compostos centrais sdo obtidos
adicionando-se ao esquema fatorial 2", onde o0s niveis

segundo grau, com k fatores, de modo a reduzir o nd- das variaveis X estdo codificados em -1 e +1, as seguin-
mero de tratamentos, resultantes entre as combinacdes tes combinagGes de tratamentos:
dos niveis dos fatores.

O polindmio do segundo grau com k variaveis, uti- (0, 0; ccas;; 0); (=a, 0, wiey Q) (ai + D) wseer @)
lizado peloskautores, é dl?do pela expre%séo: (0, =0ty weeey 0); (0, &y wess O)
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Assim, o numero de tratamentos é dado por
2 + 2k + 1, sendo que o ponto central pode ser repeti-
do P vezes e nesse caso o delineamento fica constitufdo
de 2 + 2k + P tratamentos.

O valor de pode ser escolhido para fazer os coe-
ficientes do polindmio do segundo grau ortogonais uns
aos outros, ou para minimizar os erros que sdo origina-
dos se a verdadeira forma da superficie de resposta nao
for quadrética ou ainda para dar ao delineamento a pro-
priedade de ser rotacional.

BOX & HUNTER {1957} propuseram o critério de
rotacionalidade nos delineamentos compostos centrais,
onde a variancia da estimativa da resposta do polindmio
de segundo grau é a mesma para quaisquer pontos eqi-
distantes do ponto central.

TRAMEL (1957) e ROJAS (1963, 1972) apud JORGE
(1980) e outros pesquisadores estudaram o assunto re-
ferente a superficies de resposta, onde sugeriram diver-
sos novos delineamentos.

No Brasil, os estudos sobre superficies de resposta
comecaram com CAMPOS (1967) que, comparando o de-
lineamento proposto por BOX & HUNTER (1957) e o fa-
torial 3%, concluiu que o delineamento fatorial é mais pre-
ciso do que o delineamento composto central rotativo.
Esta concluséo foi obtida baseando-se nas variancias das
estimativas dos parametros, depois de reduzi-las a mes-
ma unidade.

Em 1969, PIMENTEL GOMES fez um estudo deta-
lhado sobre a determinagdo de ponto de méaximo, ponto
de minimo ou ponto de sela nas superficies de resposta,
usando o critério de congruéncia de matrizes. Naquele
trabalho, o autor informou que CAMPOS (1967) encon-
trou 84% de casos de pontos de sela quando utilizou a
técnica de congruéncia de matrizes, em 50 ensaios fato-
riais de 33, bem conduzidos, de adubac&do de milho, com
N, P e K.

PENTEADO & BATISTA (1971) estudaram a efi-
ciéncia do delineamento composto central em compara-
¢do com os fatoriais completos de dois fatores e conclui-
ram que o delineamento composto central € menos efi-
ciente do que o fatorial 5 X 5.

PIMENTEL GOMES & CAMPOS (1972) propuse-
ram corregBes de modo que os intervalos fossem de
comprimentos iguais, quando estudaram a eficiéncia do
delineamento composto centrai rotativo, com um ponto
central, em relacdo ao fatorial 33, Naquele estudo, o in-
tervalo entre os pontos (-V3 , 0,0) e (\/3,0, 0) éigual a
2\/3 e 0s autores propuseram corre¢cdes de maneira
que o intervalo fosse igual ao delineamento fatorial 3%, de
comprimento 2. Para que isto fosse possivel, os autores
multiplicaram as coordenadas dos pontos no delinea-
mento central rotativo por 1/\/3

BATISTA (1976) estudou a ortogonalidade no deli-
neamento composto central, com um méaximo de quatro
fatores, e determinou as férmulas das variancias das es-
timativas dos coeficientes do polinémio do segundo grau,
com somente um ponto central. Nesse trabalho, o autor
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apresentou uma tabela que torna ortogonal o composto
central.

BATISTA & SILVA (1978) estudaram também a
ortogonalizagdo do delineamento composto central, com
diversos pontos centrais, concluindo que quando s&o
usados oito pontos centrais, a precisdo da estimativa do
coeficiente quadratico bii é praticamente igual a precisdo
da estimativa do coeficiente linear bi.

BATISTA (1978) apresentou um tipo de delinea-
mento, que recebeu o nome de delineamento "em circu-
los", que tem por base, na formulagdo, os principios de
utilizagdo de maior nimero de niveis para cada fator,
menor nimero de combinagdes entre eles e independén-
cia na estimagdo dos coeficientes. O delineamento é for-
mado por dois conjuntos de oito pontos com distancias
\/2 e a \/2 do centro, e mais P pontos centrais, dando
nove niveis diferentes para cada fator.

Com a ortogonalizagcdo do delineamento em circu-
los, o autor determinou férmulas para estimar as varian-
cias das estimativas dos coeficientes do polindmio do se-
gundo grau. Foi observado que a medida que D valor de
P aumenta, as variancias das estimativas dos coeficientes
do polindmio do segundo grau diminuem, o que au-
menta a precisdo das estimativas destes coeficientes.

CONAGIN (1979) estudou os delineamentos com-
postos centrais duplos que constam de dois conjuntos
fatoriais, completos ou fracionarios, nos niveis + 1 e
+ B, de um numero duplo de pontos axiais (nos niveis
+ a e = iapara cada um dos fatores) e por um certo
numero de pontos centrais. Os valores i e B representam
os niveis da parte fatorial, enquanto que a e iarepresen-
tam os niveis da parte axial. Tais delineamentos apre-
sentam maior flexibilidade do que os compostos centrais
pois permitem o estudo de k fatores em véarios niveis
(cinco ou mais) e a particdo ortogonal em blocos.

COSTA (1980) desenvolveu um novo delineamento
para permitir o ajuste aos dados um polindmio de se-
gundo grau com duas variaveis independentes, de modo
a oferecer maior flexibilidade na escolha dos delinea-
mentos fatoriais. Naquele trabalho, o autor usou dois fa-
tores, cada um com sete niveis. O delineamento apre-
sentado é composto por dois fatoriais 2 X 2, sendo que
no primeiro os niveis estdo codificados em -1 e +1 e no
segundo em -a e +a, acrescido pelos pontos (O, a\/2),
(0, -av2), (av2, 0), (-aV2, 0) e o ponto central é re-
petido até 8 vezes. O autor pesquisou também a eficién-
cia do delineamento em fungdo do numero de repeticdes
do ponto centra], chegando a conclusdo que se deve, de
preferéncia, utilizar somente um ponto central com o va-
lor de aigual a 0.716332 a fim de que o delineamento seja
mais eficiente.

JORGE (1980) estudou o delineamento Guadalupe
para trés fatores, analisado através do modelo de regres-
sdo polinomial quadratica e concluiu que para ensaios de
adubacgao, o delineamento Guadalupe é menos eficiente
que o fatorial 3% e mais eficiente que o composto central
original. Foi também constatado que para ensaios no
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campo industrial, o delineamento Guadalupe é mais efi-
ciente que o fatorial 3% e o composto central original.

CONAGIN (1982) apresentou um novo tipo de deli-
neamento proprio para o estudo de superficies de res-
posta, denominado delineamento composto com duas
estrelas. Segundo o autor, trata-se de um delineamento
simétrico, da "familia do composto central”, caracteriza-
do pela presenca de duas estrelas.

PERECIN et al. (1982) construiram as 155 fracGes
regulares dos fatoriais fracionarios (1/5)5°, geradas pelo
confundimento de componentes ortogonais, derivadas da
teoria do "Corpo de Galois", mostrando que as trés fra-
¢cbes de CONAGIN & JORGE (1977) e outras 37 apre-
sentam propriedades semelhantes para serem utilizadas
como delineamento para superficies de resposta de ex-
perimentos de adubacéo.

RODRIGUES (1984) desenvolveu um novo tipo de
delineamento, denominado "delineamento em &angulos",
que teve por finalidade o ajustamento aos dados um po-
linbmio do segundo grau, com duas variaveis. Nesse de-
lineamento, foram considerados oito novos pontos em
relacdo ao delineamento composto central, escolhidos de
modo a ortogonaliza-lo. Segundo o autor, o delinea-
mento estudado mostrou-se mais eficiente que o fatorial
3% e menos eficiente que os fatoriais 52 e 72 na estimacéo
dos coeficientes. Quando o autor considerou a mesma
area total a ser gasta, para efeito de comparacédo entre os
delineamentos, o delineamento em angulos é mais preci-
so quando se usa um ponto centrai e neste caso ele é
mais preciso do que os fatoriais 5° e 72 na estimac&o dos
coeficientes bi e bl2 e menos preciso que os fatoriais 32
52 e 72 na estimacédo do coeficiente bii.

SILVA et al. (1985) estudaram um novo tipo de de-
lineamento o qual tem por objetivo o ajustamento de su-
perficies de resposta, com duas variaveis. O delinea-
mento foi denominado "delineamento de trés pardme-
tros", sendo constituido por P pontos centrais, um fato-
rial 22 onde os niveis codificados das variaveis sdo + 1, e
os pontos codificados (d, 0), (-d, 0), (0,g) e (0,-g). Os
autores determinaram férmulas que permitem a ortogo-
nalizacdo deste delineamento. No caso de d = g, o deli-
neamento torna-se um composto central ortogonal, com
P pontos centrais.

PEREIRA & PERECIN (1985a) estudaram a maxima
particio ortogonal em fracdes regulares (1/5)5°, para
analise de uma superficie de resposta e chegaram a con-
clusdo que as fracBes que apresentaram melhores estru-
turas de "aliases" sdo classificadas como tipo W, confor-
me classificagdo das fracdes em tipos Y, Z e W sugerida
por PERECIN et al. (1982).

PEREIRA & PERECIN (1985b) apresentaram um
estudo da eficiéncia de delineamento (1/5)5°%, em relacéo
ao delineamento composto central (15 pontos), quando
usados para estimar uma superficie de resposta de mo-
delo polinomial de segunda ordem. Os autores compa-
raram as frac6es Y, Z e W com o composto central orto-
gonal e chegaram as seguintes conclusdes: (i) as fracoes
Y, Z e W estimam os coeficientes lineares com a mesma
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precisdo; (ii) as fracbes do tipo W sdo mais eficientes na
estimacdo das interacfes bij, (iii) as fracdes do tipo Y séo
mais eficientes na estimacgdo dos coeficientes quadraticos
bii; e (iv) as fracdes dotipo Z sdo menos eficientes na es-
timacdo dos coeficientes bii e bij.

ANDRADE & NOLETO (1985) apresentaram exem-
plos de fatoriais fracionarios (1/2)4® e (1/2)4* para o
ajuste de modelos polinomiais quadraticos. Os dois es-
guemas fatoriais foram desenvolvidos para serem usados
por um grupo de pesquisadores do Sistema Cooperativo
Agropecuario, o qual pretendeu iniciar uma rede de ex-
perimentos para estudar o problema da fertilidade dos
solos de cerrados.

PIMENTEL GOMES & CONAGIN (1987) escreve-
ram um livro sobre Planejamento e Analises Estatisticas
em Experimentos de Adubacdo onde discutem, com
exemplos, as superficies de resposta e os delineamentos
a elas apropriados, ensinando, inclusive, como interpretar
a superficie quando tem ponto de sela ou quando o
ponto de maximo matematico ndo convém as condi¢cdes
experimentais.

BATISTA et al. (1991) apresentaram um novo deli-
neamento objetivando o estudo de superficies de res-
posta, de maneira a oferecer maior flexibilidade na esco-
lha dos niveis dos fatores. O delineamento estudado pe-
los autores é composto de 13 combinacdes entre os ni-
veis das varidveis X; e X,. Foi verificado que o delinea-
mento obteve eficiéncia maxima quando a = 1 e
g = 1,0483413. Com relacdo aos delineamentos fatoriais
32,52 e 72, 0 novo delineamento é mais eficiente do que
estes fatoriais, para alguns valores menores ou iguais a
1,2, em relacdo aos coeficientes bi e bl2 Considerando o
coeficiente bii, este delineamento é mais eficiente do que
o fatorial 72 e menos eficiente do que os fatoriais 32 e 5.

BATISTA et al. (1992) desenvolveram um novo tipo
de delineamento, denominado delineamento em ae g, 0
qual é constituido por um fatorial 2%, onde os niveis estdo
codificados em -1 e +1, acrescido dos pontos axiais (0, 0),
('ar O), (ar 0)1 {'Zar 0)7 (2a, 0}1 (01 '9), (ng)l (Ov 'Zg) € (Or
2g), Os autores desenvolveram diversas férmulas, levan-
do em consideragdo a ortogonalizacdo do mesmo. O de-
lineamento em a e 7 mostrou a maxima eficiéncia quando
o valor de a é igual a 0,5, no caso da estimagéo dos coefi-
cientes by, b e bis. A méaxima eficiéncia no caso da esti-
macado dos coeficientes b2, b22 e bl2 é obtida quando o
valorde g = 0,5.

Os autores do delineamento em a e g compararam
a eficiéncia desse delineamento com os delineamentos
fatoriais de 3X3, 5X5 e 7X7, levando em consideracdo o
mesmo intervalo de comprimento e a mesma area a ser
gasta na experimentacdo, chegando as seguintes conclu-
sfes: a) o delineamento em a e g € mais eficiente do que
os delineamentos fatoriais 32, 5% e 72 na estimacéo de
b, quando a = 05 ou g = 0,5, b) o delineamento
apresentado é tdo eficiente quanto o delineamento fato-
rial 3%, na estimacdo de (b1l quando a = 0,5 ou na esti-
macdo de b22 quando g = 0,5. Com relacdo aos deli-
neamentos fatoriais de 5X5 e 7X7, o delineamento de-



senvolvido € mais eficiente do que ambos, na estimagéo
def 11 {(a = 0,5) e na estimacao de §22 (Y = 0,5); ¢) com
relacdo aos coeficientes lineares, este delineamento é
menos eficiente do que o delineamento fatorial 3X3 e
mais eficiente do que o delineamento fatorial 7X7, para
a =05 e 7T = 0,5, considerando respectivamente os
coeficientes lineares 84 e § 2. Com relagdo ao delinea-
mento fatorial 5X5, a eficiéncia € a mesma quando consi-
deramos isoladamente cada coeficiente linear, para
«=05e7 = 0,b, respectivamente, nos casos da esti-
macao de 31 e 2.

MATERIAL E METODOS
DELINEAMENTO

No estudo do novo delineamento, denominado
pelos autores de Delineamento Fatorial Duplo, tomou-se

FIGURA 1 - DELINEAMENTO

por ponto de partida o ponto central {0, 0), onde espera-
se ser um ponto préximo do ponto de maximo (ou mini-
mo) da resposta polinomial. Assim, um fatorial 32, onde
os niveis codificados das variaveis X; e X, sdo-1,0e +1,
faz parte do presente delineamento, sendo que a combi-
nagcdo (0, 0) entre os niveis das variaveis X; e X, é o
ponto central, perfazendo 9 combinag¢des. As outras oito,
mais o ponto central (0, 0), formam o segundo fatorial 32,
onde os niveis codificados das variaveis X; e X, sdo -a, 0
e +a Portanto, o Delineamento Fatorial Duplo tem 17
combinacgdes entre os niveis das variaveis (Figura 1).

O delineamento em estudo tem 5 niveis para cada
variavel, sendo que a cada nivel de uma delas existem 3
ou 5 niveis da outra variavel.

O valor de a pode ser escolhido de maneira a orto-
gonalizar o presente delineamento. Para que isto ocorra,
devemos fazer com que a matriz X'X, proveniente do
modelo matematico, seja diagonal.

FATORLAL DUPLO

=11} 1 (0,1) (1,13
GRS TR T T elienimape RS B B 0 AT ORNR R e S SRR RS e e
5 Lomtlig BT s o o % 5 5 o 0 mmn ! (), v vwomm o ¥ Leheisl 3
(=100 % (—a,0) ¢ __ | (0.0) 2 (e, Q) ¥ (1,0) Xy
IR (TS, I E AR RS S % Con,=iz) :
= ] =
: | :
T .. LY A n— PG S S Y- *
(=1 .~1) (0,-1) (1,-1)
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MODELO MATEMATICO

O modelo matematico de um polinédmio do segun-
do grau, com duas variaveis independentes, adotado no
presente estudo, é dado por:

Yii = Yy—Yy= 1)(15‘*'52x2u+ﬁ‘l‘l{x21u"x21ui+
+ B22(X29, - X2+ B12Xq1uX2u + ey

A utilizagdo deste modelo matematico tem por ob-
jetivo facilitar os calculos. Este modelo simplifica a dia-
gonalizacdo da matriz X'X, quando procura-se ortogona-
lizar o delineamento.

Do modelo matemé&tico obtemos, em forma matri-
cial, o sistema de equagdes ¥ = X + €, onde:

-V‘l— i . o [~ e.l“
Y2 ) €2
Y3 €3
¥4 |. . €4
Ya - &5
Y6 B1 l e
Yy o e7
Y3 ﬁz eg
Y=| vq B =] B3 E=| eg
¥i0 B2z 810
¥11 8 11
a2 LF12 ] ®12
¥i3 €13
¥14 €14
Y18 e15
Y16 . - 816
LY17_ 4,0 - el?_
X1y Xay I)(21u - iz‘h.l.] {xzzu = Y22u) XquX2y
T 1 1-A 1= A 1
s 4 1-a - °
[1] 1 0-A 1-A 1]
0 0 0-A o= A o
O -1 0-A 1-A 0
-1 | 1=-A 1-A =1
B s} 1-A o- A a
X =]~1 -1 1-A 1=A 1
o o aZ-a al-A 2
P Aa 4 -
g o ac=A 0-A 0
o =06 oA @Z-A -a2
;] £ 0-A xZ- A 0
8 - 0- A aZ-A 0
—iX " aZ-a wl— A -2
- 0 a2-p 0-A 0
' _ %2, _%2.y . (6 +6af -
onde A = X 1u = X 2!..!' = 17 & vu = Yu - Yu

EQUACOES NORMAIS

As equagBes normais sdo obtidas, por meio da teo-
ria dos quadrados mfnimos, minimizando a soma dos
quadrados dos erros. Entdo, obtemos X'X 3 X'Y, que
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€ o sistema de equagfes normais. Deste modo, no deli-
neamento fatorial duplo, tem-se:

T 6+ 602 0
0 6+ 6o’
0 0
0 0
0 0

opoTo o
oo o

+ 4a4

Onde

22
Fe 6 +3a4_i.‘i_f_§EHL

—_— F=(z+2ah +G

(6 +6022

G=4 +a0Y - 7

A matriz X"Y & dada por:

i ZX10 Yu 3
Z Xay Yu

6 +602).

17
6 +6a?),

17

Z X220 vy = =Yy

| ZXqu Xzyu Yu .
Quando se adota a transforma¢io dos
(8 +6a%). X v, = 0.Entdo,
17

dados

Portanto,

ZX1uYu -‘
Z X2y Yy

Ex21u Yu
EXZZU Yu

_ Z Xy X20 Yul

XY =

Se no modelo matemético do polindmio do segun-
do grau ndo tivesse sido adotada a transformagao
Yu = Yu — Yy mas sim o vaior original Y, a matriz X'Y
seria dada pot:

. {6 +6a2). TY
- 2
6 +65%). ZV
Ex22uy _( d u
17
__Ex‘lux2u Yu -

SOGLUCAO DO SISTEMA

Das equagbes normais X'X3 = X'Y, obtém-se a



solu¢do do sistema por meio da matriz inversa (X'X|~1,
pois a matriz X' X & néo singular. Entdo,

B = xx)-1 xy

Pode-se notar que a matriz X’X nao & diagonal.
Para que a mesma passe a ser diagonal, tarna-se neces-
sério fazer G = 0. Portanto, como F = (2 + 2294 + G,
tem-se F = 2 + 2 ¢ #. Com este procedimento, teremos:

6+ 6a2

0 a 0 i

0 6+ 6a2 ) 0 0
XX = 0 0 24 204 0 0

0 0 0 2+ 204 )

0 0 0 4+ 4t

Desta maneira, a inversa da matriz X'X & facilmente
obtida, como a seguir:

-1 0 0 ] a "]
{6+ 6x4)
1 o 0 0
0 (6 + 6o
i 0 0
xxy1=| 0 0 2+ 209
—t e 0
Q 0 0 (2 + 268
1
L o 0 0 0 {4+ aofh |

Portanto, pode-se determinar independentemente
o5 coeficientes polinomiais, quando G = 0. Entéo,

- 1 X Y
31=_'E TuTu
6+ 6at}
B2= 1 'EXZUYU
6+ 6ad)
6+ 6o
_ X2y, Y, - {_1}__5”.3) =Y,
Brr = 2+ 20%
2
Xy, -8 ey
Baz =
2+ 209

L]
Ex‘lu Xay Yy

14+ da

SOMA DE QUADRADOS

Sabe-se pela teoria de modelos lineares que a so-
ma de quadrados devida aos erros é dada por:

SQerro = Y'Y - 3'X'Y

Da expressdo da SQ erro, pode-se tirar a SQ devida
aos parametros, como se segue:
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SQ Parametros = E'X'Y. onde:

B =181B2B11B 22 B12] e X'Y j& foi citada.

Como as estimativas dos coeficientes polinomiais
sdo determinadas independentemente, quando G = O,
isto é, quando o delineamento é ortogonal, entdo a soma
de quadrados devida aos pardmetros pode ser decom-
posta em:

SQfBq1=B1 =Xy Yy:SQB2 =By Xz, Yy
B = (6 + 6(12}
5Qf11=B11 ZX%yYy-— 7~ ZVy
. y g 6 + 6a2) "
SQfg2 =022 X%y Yy—- ~7 77~ 2VYy

S0f12 =B12 Xqu X2u Yu
VARIANCIAS DAS ESTIMATIVAS

As variancias das estimativas dos coeficientes poli-
nomiais sdo obtidas através da matriz de dispersao, que é
a matriz das variancias e covariancias. Esta matriz é dada
por:

VI8 = (X' X102
No presente estudo, quando fazemos G = 0, as

variancias das estimativas dos coeficientes polinomiais
sdo dadas por:

Vi31) = §+6a2)
0‘2

ViB2) = 5+ 6al)
a2

Vi1 = 53242
(]'2

ViBp) = 33743
02

VB12) = A1 a4
TESTES DE SIGNIFICANCIA

O valor do “t" de Student para testar a hipbtese de
que Hg: Si = 0 versus Hq: 3; #0 & dado por:
B.

L= :;(ﬁi}

ESTUDQ DO PONTC DE MAXIMO, MiNIMO OU

DE SELA

2B @12}
312 28322

pode-se estudar o méximo, o minimo ou o ponto de sela

Por meio do estudo da matriz
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do polinébmio do segundo grau, por meio de congruéncia
de matrizes.

Se a matriz for definida positiva, entdo havera
ponto de minimo e, se for definida negativa, entdo o
ponto serd de maximo. Se a matriz ndo for definida, en-
tdo havera ponto de sela.

Para saber se a matriz é definida ou néo, através de
congruéncia de matrizes, necessitamos diagonalizar a
matriz descrita anteriormente. Se na matriz diagonal os
termos da diagonal principal forem positivos, a matriz
sera definida positiva; se forem negativos, a matriz sera
definida negativa; e em outro caso, onde os termos forem
positivos e negativos, a matriz ndo sera definida.

EFICIENCIA DO DELINEAMENTO

A eficiéncia do delineamento serd estudada tendo
por base os valores de a, como também comparando este
delineamento com os delineamentos fatoriais de 3X3,
5X5 e 7X7.

A técnica preconizada por PIMENTEL GOMES &
CAMPOS (1972), consiste em comparar as variancias das
estimativas dos coeficientes polinomiais, quando iguala-
dos os comprimentos dos intervalos das variaveis.

ND calculo de comparagédo de eficiéncia, também
sera usada a correcdo necessaria de modo que a area a
ser utilizada na experimentacdo seja a mesma, para que a
comparacao seja exequivel. Esta técnica foi proposta por
PENTEADO & BATISTA (1971).

RESULTADOS E DISCUSSAO

Primeiramente, iremos ajudar aos dados extraidos

do Delineamento Fatorial Duplo, o seguinte modelo ma-
tematico:

Yu=Yu-Yy= 51>2<m + BaXay + B11(X2qy = X2qy) +
B22(X%2y - XF2y) + B12XquX2u + €y

Deste modo, tem-se, através da forma matricial, a
matriz X, a qual foi descrita em MATERIAL E METODOS.

Como é notdério, se a matriz X'X do delineamento
for diagonal, entdo as estimativas dos coeficientes do po-
linbmio do segundo grau serdo independentes. Portanto,
para ortogonalizar o presente delineamento, deve-se
diagonalizar a matriz X'X, isto é, deve-se igualar G a zero
(G = 0). Entéo,

4 6+ 6022
4+4a* - —7 = 0

Desenvolvendo a expresséo, obtemos:
404 -9a2+4=0

Resolvendo, vem:

. 9 +17
£ w =g

(44 ,iS‘IO ér

aq = 0,780776406 ecrp = 1,280776406

Pode-se observar que E]T = o, OU seja, a¢; & 0
inverso de «:. Portanto, somente adotaremos o valor de
a7 = 0,780776406 para ortogonalizar o Delineamento
Fatorial Duplo.

Como j& foi visto, quando G = 0, isto &,
a = 0,780776406, a matriz X'X torna-se diagonal (Tabela
1). Para r repeticoes, a matriz X"X (Tabela 2) seréd dada
por:

TABELA 1 - MATRIZ DIAGONAL XX

| 9,8576708 0
1 0 9.65768708
% 0 0 2
1 0 0

0 0

[

0 0 o

0 0 j

253 0 0 |
o ,743253 0 |

0 5,486506 _J

TABELA 2 - MATRIZ DIAGONAL X*X, COM ¢ REPETICOES

| 9,6578708 r 0 0 0 @
8] 9,8576708 r O O [ 3
0 0 2,7432583 » O &
o} o o} 2,743263 r O
0 s 3 Ko s) 5,486508 r |

SeminaCi. Exatas/Tecnol., v. 14/15, n. 4, p. 346-359
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No estudo de modelos lineares, aprendemos que as
variancias das estimativas dos coeficientes do polinédmio
do segundo grau sdo dadas pelos elementos correspon-

dentes da matriz (X’X)~1 02, Como & f4cil a inverséo da

matriz X'X, pois a mesma é diagonal, tem-se:

TABELA 3 — MATRIZ (X'X)~1

[ ©0.1035446/¢ o o o
s 0,1035446 /v o 0
0 o 0,3645307,/r O
o 0 C 0,3645307 /v
0 0 a . Q

Partanto, vem:
V(B1) = V(fi3} = 0,1035446 02 / 1
ViB19) = V(B22) = 0,3645307 a2 / ¢
Vif12) = 0,1822663a2/ ¢
Para que se possa comparar a eficiéncia deste deli-

neamento com as dos delineamentos fatoriais 32, 5% e 72,
onde os niveis dos fatores estdo codificados em-1,0, +1;

0
28
]
)

0, 1822653/

-1,-1/2,0, +1/2,+1;e-1,-2/3,-1/3,0, +1/3, +2/3 e +1,
respectivamente, é necessario ajustar aos dados prove-
nientes destes delineamentos fatoriais o seguinte modelo
matematico:

= B1Xqu + B2aXoy + B11(X2qy— X2 ) +

Vo= S Ty = B
2u = X%2u) + B12XquXoy + €

BaalX

Desta maneira, facilmente sdo obtidas as matrizes
X'X (Tabelas 4, 5 e 6):

TABELA 4 - MATRIZ X'X DO DELINEAMENTO FATORIAL 32

L8 0
e 6
| 0 0
| o 0
| © 0

OO NDO O

0 o |
0 0 |
0 o |
2 o |
0 4 )

TABELA 5 - MATRIZ X*X DO DELINEAMENTC FATORIAL 52

1205 0
0 12.5
O L9/
0 o
0 o

U G 0
0 o 0
4.375 O o
& 4.375 O
Q 0 68.25

TABELA 6 - MATRIZ X'X DO DELINEAMENTO FATORIAL _72

Semina Ci. Exatas/Tecnol.,v. 14/15, n. 4, p. 346-359

| 198,99 0
) 196,79
¢ aQ
o 63

L © o

o o 0

o 0 0
588,81 O 0

0 588,81 O

0 0 784,81
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Assim, as variancias das estimativas dos coeficien-
tes polinomiais, nos trés esquemas fatoriais, sdo dadas

pelas seguintes expressfes:

TABELA 7 - VARIANCIAS DAS ESTIMATIVAS DOS COEFICIENTES POLINOMIAIS, NOS ESQUEMAS
FATORIAIS 32, 52 E 72

Fatorial vV ( #1) V ( 334) V ( i312)
34 0,1667 «</r 0,5000 «2/r 0,2500 w2/r
52 0,0800 «2/r 0,2286 «2/r 0,1600 «2/r
72 0,0459 «2/r 0,1378 «2/r 0,1033 oZ/r

Comparando-se estas variancias (Tabela 7) com as
encontradas no delineamento fatorial duplo, ajustadas
para o mesmo intervalo de comprimento, verifica-se que
o0 presente delineamento € mais eficiente do que o fato-
rial 32 e menos eficiente do que os fatoriais 52 e 7, para
todos os coeficientes polinomiais.

Nas comparac¢des anteriores ndo se levou em con-
sideracdo que na experimentacdo a ser efetuada se deve

ter mesmo custo em termos de area total. Portanto, con-
siderando o mesmo nimero de parcelas, nos delinea-
mentos citados, é necessario considerar um delinea-
mento como referencial e, se adotarmos o fatorial 72 com
49 parcelas como referencial, tem-se que repetir 0os es-
quemas fatoriais tantas vezes quantos forem os resulta-
dos das razdes 49/9; 49/25; 49/49; e 49/17, respectiva-
mente, aos esquemas fatoriais 3% 5%, 7% e o delinea-
mento em estudo (Tabela 8).

TABELA 8 - VARIANCIAS DAS ESTIMATIVAS DOS COEFICIENTES POLINOMIAIS, NOS ESQUEMAS
FATORIAIS 32. 52 E 72 E O FATORIAL DUPLO. CONSIDERANDO A MESMA AREA TOTAL E
O MESMO INTERVALO DE COMPRIMENTO

Fatorial V o( 84) V ( #44) V ( f#12)
32 0,030618 o2 0,091837 o2 0,045918 o2
52 0.,040818 o2 0,116633 o2 0,081633 2
72 0,045918 2 0,137755 o2 0,103316 o2

Duplo 0,035924 o2

0,1268470 o2 C,063235 o2

SeminaCi. Exatas/Tecnol., v. 14/15, n. 4, p. 346-359
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Comparando as variancias dos coeficientes polino-
miais do delineamento fatorial duplo, com as respectivas
variancias dos coeficientes dos delineamentos fatoriais,
considerando a mesma area total e o mesmo intervalo de
comprimento, verifica-se que o delineamento fatorial du-
plo é menos eficiente do que o fatorial 3% e mais eficiente
do que os fatoriais 52 e 72

Por meio dos estudos de modelos lineares, sabe-se
gue as estimativas dos coeficientes polinomiais sdo da-
das, matricialmente, por:

B = (X'Xr1 X'y

Como (X'X)™' é diagonal, facilmente se determi-
nam as féormulas que permitem calcular as estimativas
dos coeficientes do polinédmio do segundo grau, no pre-
sente delineamento. Assim, tem-se:

B; :0J$ﬁ¢ﬁ_zxmyu

onde X;,,. Xziu e XqyX2, 530 os valores encontrados nas
c¢olunas da matriz X.

Comparando-se 0 modelo matemético adotado por
BOX & WILSON (1951) com o adotado no presente deli-
neamento, pode-se obter a estimativa de B, isto é,

Bo =Y -05680982 (819 + §22)

A soma de quadrados devida & ngl;essﬁO, segundo
a teoria dos modelos lineares, é dada por §°X'Y. Entao, as
somas de quadrados referentes aos coeficientes paolino-
miais sdo dadas por:

Sa Bt = Bi ZXjy Yu -
5Q i = By [Z X2y, Y, - 0,5680982 TV, ]
$Q (f12) = F12 ZX1u %2u Yu

Neste Delineamento Fatorial Duplo, a analise da
variancia é obtida conforme a Tabela 9. Pode-se facil-
mente verificar que cada nivel da variavel X; tem 3 ou 5
niveis da variavel X,, ou vice-versa. Desta maneira, caso
nao seja possivel a determinacdo do méaximo ou do mi-
nimo da funcdo polinomial, isto é, caso haja ponto de se-

Bii = 0,3645307 | ¥ x2;, Yll*0,5680982 ZYy la, pode-se aproveitar os dados e ajustar aos mesmos
r uma equacdo do segundo grau, dada pelo modelo ma-
= tematico a seguir, com uma soé variavel, em cada nivel da
P12 = 21822653 [ZXqy X2y Yu outra variavel, determinando as respectivas analises das
v variancias (Tabelas 10 e 11).
TABELA 9 - QUADRO DA ANALISE DA VARIANCIA, EM BLOCOS AQ ACASO
F.V. G.L. 5.Q.
Total 17r - 1 T Y2, ( 2 Yy )2/ ¢ 17 r )
Blocos r — 1 £ B2y /17T - (Z Yu )2 / (17T r )
21 1 51 £ X1u Yu
A wf - L ~ e
311 1 @i L X41u Yu (,56880982 £ Yy ]
o 1 fgo [ % X2o, Yy - 0.5680982 £ Yy ]
312 1 212 Xiu Xzu Yu
Falta de ajuste 11 5Q Trate -5Qf1 -5Qigp -5Q B11 -5Q gz —SQE12
Erro 18 ( r-1 ) 8Q Total ~ SQ Demais

SeminaCi. Exatas/Tecnol., v. 14/15, n. 4, p. 346-359
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TABELA 10 - QUADRO DA ANALISE DA VARIANCIA, EM BLOCOS AO ACASO, COM REGRESSOES
DE X, DENTRO DOS NIVEIS DE X;

F.V. G.L.. S5.Q.

Total 17r - 1 Y2, - (= Yy )2/ (17 r)

Blocos ‘ r -1 £ B25 /17 - (T Yu)2/ (17 r )

Varidvel X3 = & T2 4y 4 + T2_, 4 + T29 3 + T2, 4 + T23 ;
3r 3r 5r Ir 3r

R.L. de Xp dentro . . : 2

nivel -1 de X3 : i L TX_l’l - TX_]_,._]_ 1 7/ er

R.Q. de Xz dentro _ =

nivel -1 de X4 i [ TX_l,l - 2Tx_1’0 + Tle,_l 3/ é6r

R.L. de Xo dentro o

nivel —a de Xy 1 : { TX—,1 - TX-&,-2 1 7/ 2r

R.Q. de X7 dentro ' 2

nivel -« de K4 1 ' L TX—.;,—.-,,i - ZTX—C;,O + TX—a,~1 1 / 6r

R.L. de Xg dentro 2

nivel 0 de X3 x [ -Txo.-1 ~ «Txo - + 6TXo. 0 + Txo 1 1
3,2192236 r

R.Q. de X» dentro

nivel O de Xj 9 [ 0,3588155 Tyg. -1 — 0,034233 Typ . —¢ - =«
0,870573 r
2
+ -0,643845 Txg. g - 0,034233 Txg o + 0.356155 Txo.1 1
0,870573 r

Desvio de X2 dentro :
nivel ¢ de X1 2 8qQ Xp,0 - SQ@ RL X3,0 - 5@ R Xz,0

R.L. de Xg dentro ' >

nivel « de X1 1 [ TXu,t - T¥a,-1 1 / Zr

R.Q. de Xz dentro 2
nivel o de X1 1 [ TXe,1 - 2T¥o,0 + T¥y,-1 1 / Br
R.L. de Xp dentro 2

nivel 1 de Xi 1 [ Tx1,1 - Txi,-1 1 / 2r

R.Q. de ¥Xp dentro 2
nivel 1 de X3 1 [ Tx1,1 - 2Tx1,0 + Tx1,-1 } / 6r
Erro i ( r-1 ) 5@ total - 5Q demais

Semina Ci. Exatas/Tecnol., v. 14/15, n. 4, p. 346-359
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TABELA 11 - QUADRO

DA ANALISE DA VARIANCIA, EM BLOCOS AO ACASO, COM REGRESSOES
DE X4 DENTRO DOS NIiVEIS DE X5

IR G.L. 5.6.

Total 17r - 1 EY4, - ( Z Yy )4/ ( 17T r )

Blocos r= 1 EB%; /17T - (EZYu)2 /(17T v )

Variavel Xo < sz —1 + sz =y * sz g + sz g + sz 1
3r 3r 5r 3r 3r

R.L. de X4 dentro 2

nivel -1 de Xo 1 [ TXy,-1 ~ TX.q 4 1 7/ 2r

R.Q. de X4 dentro o

nivel -1 de Xo 1 Txl,—l = 2TX0,_1 * TX_l,_l 1 7/ 6r

R.L. de X1 dentro 2

nivel —a de Ko 1 XY~ = BRetmen A # 2@

R.Q. de Xj dentro 2

nivel -a de Xo 1 T¥1,~a — 2T%0, - *+ TX-21,- 1 7/ B

R.L. de X3 dentro
nivel O de Xo 1

R.Q. de Xy dentro
nivel O de Xop 1

4+ -0,643845

2
—Tx-1.0 - oTx . 0 + «Tx, 0 + Tx1.0 1

3,2102236 r

0.356155 Tx 1.0 - ©0,034233 Tx_.,. 0 - 4+

2

Desvio de X3 dentro

nivel 0 de Xo 2
R.L. de X4 dentro

nivel o de Xo 1
R.Q. de X1 dentro

nivel o de Xo :
R.L. de X1 dentro

nivel 1 de Xp 1
R.Q. de X1 dentro

nivel 1 de Xp 1
Erro 16 ( r-1 )

SeminaCi. Exatas/Tecnol., v. 14/15,n. 4, p. 346-359

0,B870573 r
Tx0.0 — 0,0842383 Tx, g + 0,356155 Tx1 g 1
0,870573 »r
Q@ X300 - SQ RL X3,0 - 5Q RQ X1/0
2
[ TX1,e - Tx-1,a J 7/ 2r
2
L Txt.a = 2TX0i & T3 . 4 &£ OB
2
ETH1,.1 - Txed,2 1 7 2p
2
L Tx1.1 ~“2¥xp,{ + Tx-4.1 1 62

S5Q total - SQ demais
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Modelo matemético: 3. As somas de quadrados refarentes as estimati-

Yy=B8o+B1 Xy + B11 (X214 =X29) + &y vas dos coeficientes polinomiais so dadas por:

Com a adoc¢do deste modelo matematico, os coefi- © 8Q8; =ﬁiEX1 Yu
cientes linear e quadrético ficam independentes, inde- S0 Bii = Bii [Z X4y Y, — 0,5680082 Y]
pendendo dos valores de a. 58812 =12 X1y Xou Yu
CONCLUSOES 4, As variancias das estimativas dos coeficientes

polinomiais s50 expressas por:
No presente estudo, podem ser obtidas as seguin-

tes conclusbes: v (8} = 0,7035446 G2/

V (B;) = 0,3648307 02 /¢
1. O valor de @, que torna ortogonal o delinea-

mento fatorial duplo é igual a 0,780776406.
2. No caso do delineamento fatorial duplo ser or-
togonal, os estimadores dos coeficientes polinomiais séo:

V{B19) = 0,182265302/r

5. Comparando os valores das variancias das esti-
mativas dos coeficientes polinomiais do delineamento
fatorial duplo, quando o mesmo é ortogonal, com os va-
lores das varidncias das estimativas dos coeficientes poli-

Bi = 0«‘_‘?54_‘}9..5; X ¥y

5__ _ 0,3645307 [ X2 v —0,56809822\’“ nom|a|§ dos dellneament_os fatoriais 3° 5 e,7, para o

" — il meso intervalo de comprimento e a mesma area total a

ser utilizada, verifica-se que o delineamento em estudo é

512 — 0,1822653 3 R Roii Yo mais eficiente do que os delineamentos fatoriais £232 e7%e
r menos eficiente do que o delineamento fatorial 3°.

BATISTA, L.B.; FARIA, E.H. de S.; RODRIGUES, M.E.O.C.; BATISTA, K.M.; GUIMARAES, V.F. Double Factorial
Design. Semina: Ci. Exatas/Tecnol., Londrina, v. 14/15, n. 4, p. 346-359, Dec. 1993/Dec. 1994.

ABSTRACT: This design was developed for fitting to data a second-degree polynomial equation with two variables, denominated
Double Factorial Design. The purpose was to make it orthogonal when five levels of each of the factors were involved. In this
design there are 17 treatment combinations, and 9 of them belong to a 3° factorial design where the coded levels of the
X-variables were -1, 0, and +1, and the others added to the (0, 0) central point make a 32 factorial design where the coded levels
of the X-variables were -a, 0, and +a . It was verified that if a= 0,780776406, the design becomes orthogonal. In this design,
each level of the X;j-variable must have 3 or 5 different levels of the other X,-variable and vice-versa. Several formulas were
determinated, like the formulas to make the design orthogonal, to estimate the polynomial equation coefficients, to estimate the
variances of the polynomial regression coefficients, and so on. It was verified that the Double Factorial Design is less efficient
than the 32 Factorial Design and more efficient than the 5% and 72 Factorial Designs, for all regression coefficients, when adopting
PIMENTEL GOMES & CAMPOS'S METHOD, and in case of using the same total area for all the compared designs.

KEY-WORDS: Response surface, Second-order polynomial equations
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