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RESUMO: O presente artigo apresenta de maneira introdutoria a nocdo de medida fuzzy, surgida em 1973 em um
trabalho de Sugeno. Inicialmente estabelece-se a distincdo entre conjuntos fuzzy e medidas fuzzy, tomando como
ponto de partida os diferentes tipos de incerteza que surgem quando procuramos formalizar o conhecimento. Entre
as varias classes de medida fuzzy, discute-se a medida de credibilidade e a medida de plausibilidade, bem como

a importante regra de Dempster.
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1. Incerteza

Muitas vezes a manipulacdo do conhecimento
encontra obstaculos devido a incerteza que o
acompanha. Esta incerteza pode manifestar-se de
diferentes formas:

Uma forma de incerteza, bastante comum na
lingua natural, diz respeito a imprecisdao, ou a nao
especificidade do conhecimento. O fato de haver
incerteza ndo implica, necessariamente, em perda de
significado ou preciséo.

Outro tipo de incerteza esta relacionado com a
ambiglidade existente junto ao conhecimento. Este tipo
de incerteza se refere a confuséo, dissonancia ou ndo
especificidade nas evidéncias.

O primeiro tipo de incerteza pode ser tratado
usando-se conjuntos fuzzy, enquanto no segundo pode-
se utilizar as medidas fuzzy. Uma distin¢cdo, informal,
entre estes dois formalismos, e como eles podem ser
utilizados, sera apresentada na proxima secgdo. No
restante do capitulo serao abordadas as medidas fuzzy.

2. Distincado entre Conjuntos Fuzzy e Medidas
Fuzzy

Como foi apresentado na secdo anterior, 0s
conjuntos e as medidas fuzzy sao formaiismos que
permitem manipular diversas formas de Incerteza.

O objetivo desta secao é deixar clara a distincao
entre estes dois formaiismos, bem como as suas
respectivas aplicagdes.

Dado um elemento particular de um conjunto

universal em questdo, cuja pertinéncia nos varios
subconjuntos deste conjunto universal nédo séo
conhecidos com certeza, entende-se como uma medida
fuzzy uma funcdo que atribui um grau para cada um
destes subconjuntos. Este grau (valor numérico entre 0
e 1) indica o grau de evidéncia, ou certeza subjetiva,
com que o elemento pertence ao subconjunto.
A medida fuzzy é, portanto uma funcgéo:

g: P(X) — [0, 1]
A — g(A)

onde X é o conjunto universo e A € um elemento de
P(X). A funcdo g associa a cada subconjunto crisp A,
de X, um nimero no intervalo [0,1], significando o grau
de evidéncia ou crenca que um elemento particular x,
de X, pertenca ou ndo ao conjunto A.

Nos conjuntos tratados aqui néo existe "vagueza"
(fuzziness) associada aos seus limites. O subconjunto
para o qual for associado o mais alto valor representa a
melhor conjectura concernente ao elemento particular
em questéo.

A notacdo g(A) para representar este valor néo
parece ser a mais adequada, uma vez que o0 elemento x
ndo aparece explicitamente representado. Todavia, para
manter conformidade com a maioria dos textos de
referéncia, serd utilizada apenas a notagédo g(A).

Para exemplificar o uso de conjuntos e medidas
fuzzy, serdo apresentados a seguir alguns problemas
modelados utilizando estes dois formaiismos.

Problema 1: Neste problema a idade da pessoa
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em questdo é conhecida, a questdo € saber como
classificar esta pessoa nos conjuntosjovem, adulto ou
velho, conjuntos estes que envolvem na sua
conceituacdo uma certa subjetividade. Neste caso a
idade da pessoa em questdo é conhecida, enquanto o
limite dos conjuntos é vago. Para resolver este problema
serdo utilizados conjuntos difusos.
Seja X o conjunto de idade de pessoas :
X={5, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80}

e o0 conjunto fuzzy A intitulado, ou nomeado, "serjovem",
e seja

pAr X — [0,1]

pA(x)= 1.0 se x <20

pAR)= 0.8 se x =20

pA(x)= 0.5 se x =30

LA(X)= 02 se x =40

rA(x)= 0.1 se x =50

pA(X)= 0.0 se x > 50

ou, graficamente:
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Aqui o conjunto fuzzy "ser jovem" € um conjunto
com fronteiras indefinidas, uma pessoa de 40 anos
pertence a este conjunto com grau 0.2; ndo € o mesmo
sentido de pertinéncia existente nos conjuntos
classicos.

Da mesma forma que foi definida uma funcéo de
pertinéncia associada ao conjunto "serjovem", poderia
ter sido definida uma fungéo mB: X —> [0,1] associada
ao conjunto B "ser adulto".

Problema 2: Um outro problema que manipula,
de maneira distinta, a idade de pessoas, consiste em
determinar se a pessoa possui entre 20 e 30 anos, entre
30 e 40 anos, entre 40 e 50 anos ou entre 50 e 60 anos.

O objetivo é, dado um conjunto de evidéncias,
determinar se uma pessoa se encontra na faixa dos 20
anos (isto €, com idade entre 20 e 30 anos), dos 30
anos, dos 40 anos ou dos 50 anos.

Considere o conjunto Xdas idades de pessoas, e
conjuntos A; (subconjuntos disjuntos de X),
representando as faixas etarias.

Azg={veX/20=y <30}
Azg={yYyEX/30=y <40}
Aqp={yEX/40=y <50}
Agp={yeX/60=y <60}

A funcao g é definida de P(X) em [0,1]; para os
demais conjuntos que nédo foram nomeados, supfe-se
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que g(Aj) = 0. _ _
A cada subconjunto é associado um valor, por
exemplo:

g(Az0) =0.2, g(A30)=0.6, g(As0)=0.1 e
g(A50):0.1.

Quando dizemos que g (A20) = 0-2 isto significa
gue o grau de evidéncia que uma certa pessoa x pertenca
ao conjunto das pessoas com idade na faixa dos 20
anos é 0.2.

O conjunto ao qual atribuirmos o maior valor, neste
caso A30, representa a melhor conjectura da faixa de
idade que a pessoa se encontra; o proximo maior valor
indica o grau de certeza associado com a préxima melhor
estimativa, no caso A,o, e assim por diante.

A funcdo g, que a cada um destes conjuntos,
associa um valor g(A), em [0,1], consiste numa medida
fuzzy representando a incerteza associada com varias
alternativas bem definidas. Isto difere do caso onde o
problema é formulado usando conjuntos fuzzy, onde é
conhecida a idade da pessoa e deseja-se determinar o
grau em que ela é consideradajovem, adulta ou velha.

Problema 3: Suponha que se queira diagnosticar
um paciente doente. Pode-se tentar determinar se o
paciente pertence ao conjunto das pessoas com
pneumonia, bronquite, efisema ou gripe comum.

B = {x € X: x tem bronquite}
P = {x € X: x tem pneumonia}
E = {x € X: x tem efiserna}

G = {x € X: x tem gripe}

Apbés um exame fisico, o médico pode chegar a
algumas evidéncias ndo conclusivas. Pode-se associar
um valor alto, como 0.75 a melhor conjectura, neste
caso bronquite.

g(B) = 0.75, significa o grau de evidéncia que o
paciente x pertenca ao conjunto B, ou seja, tenha
bronquite; e g (P) =0.45; g (E) =0; g (G) =0.3.

Estes valores refletem © grau para o qual os
sintarnas do doente formecem evidencias de que ele esia
com uma doenga e nA0 Com outra. A colegio de todos
os pares {A,g{A;)), onde A; e { B, P, E, G }, constitui
uma medida fuzzy.

E importante entender como a quantificacdo desta
incerteza, é distinta do vago, ou falta de fronteiras bem
definidas que é representado por um conjunto fuzzy.

Problema 4: Suponha que uma pintura antiga foi
descoberta e que esta se pareca fortemente com uma
pintura de Rafael. Serdo assumidas trés questdes:

1. A pintura descoberta é um auténtico Rafael.

2. A pintura descoberta € um produto de um dos
discipulos de Rafael.

3. A pintura descoberta é uma imitacéo.

Seja X o conjunto de todas as pinturas:



R ={x € X: x é pintura de Rafael}
D = {x € X: x & pintura de um discipulo de Rafael}
C ={x € X: x é pintura de um imitador de Rafael}

Sejag: P(X) —[0,1}
g(R)=0.05 g(D)=0 g(C)=0.05
gRUD)=0.2 g(RUC)=02 ¢g(DUC)=0.1
gRUDUC)=1.0

O que significa g(R)? Significa o grau de evidéncia
gue o determinado quadro seja um auténtico Rafael. Por
outro iado, g(R U C) =0.2 significa o grau de evidéncia
gue certo quadro seja um auténtico Rafael ou seja uma
imitacdo de Rafael. Os conjuntos R, D e C s&do conjuntos
crisp, com fronteiras bem definidas, e g(A) tal que A E
P(X) significa o grau de evidéncia que determinado quadro
X pertenga ao conjunto A. A funcdo que associa a um
dado A o vaior g(A) é uma medida fuzzy.

Analisando os problemas acima, que exemplificam
0 uso de medidas e conjuntos fuzzy, fica claro que,
embora ambos os formalismos manipulem incerteza, o
tipo de incerteza representado por uma medida fuzzy
nao deve ser confundido com a incerteza que é
representada por conjuntos fuzzy.

3. Definicdo formal de Medida Fuzzy

A nocao de medida fuzzy é oriunda da tese de
doutorado apresentada por Sugeno em 1977. Alguns
pressupostos teoricos utilizados por Sugeno baseiam-
se nos trabalhos de Ohfuet, 1953, sobre "Teoria de
Capacidades". A identificacdo de diferentes tipos de
medidas foi amplamente pesquisada por Dubois e Prade
(1980), Bacon (1981), e Wirzchon (1982).

O conceito de medida fuzzy permite que sejam
identificadas varias classes de medidas, incluindo a
medida classica de probabilidade.

A propriedade mais importante das medidas fuzzy
€ sua monotonicidade com respeito a subconjuntos. As
duas classes mais abrangentes de medidas fuzzy séo
as medidas de credibilidade e plausibilidade.

Definicdo: Uma medida fuzzy é uma funcéo
definida do conjunto das partes de X (P(X)) em [0,1],
isto é, g: P(X) —>1]0,1], que satisfaz certas
condicbes. Estas condi¢cdes requeridas séo
tradicionalmente assumidas como 0s axiomas usuais
da teoria de probabilidades. Quais sejam:
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91: Axioma de Condi¢des de Fronteira
g(¢)=0eg(X)=1
gz: Axiomna de Meonotonicidade

VA, A e P{X), VB,B e P{X), se Ac B entao
g(A)=g(B)
g3: Axioma da Continuidade

para qualquer sequéncia monotdnica An, An = P(X)
tal que
lim 4, € P(X) temos mg{4,) = g(lim4)
n—> o H—> n—> 0

Os axiomas g7 e gz indicam as propriedades mais
caracterisiicas das medidas fuzzy. O axioma g4
estabelece que, independentemente do grau de
evidéncias, & conhecido que o elemento em questio
nio pertence ao conjunio vazio e pertence ao conjunto
universo. A propria definigdo de fungsio g com dominio
em P{X) e contradominio em [0,1] garante que esta &
uma fungdo positiva, isto &, g(A) = 0.

O axioma g2 requer que a evidéncia da pertinéncia
de um elemento a um conjunto precisa ser pelo menos
maior ou igual que a evidéncia que o elemento pertence
a qualquer subconjunto daquele conjunto.

O axioma g3 € aplicavel somente a um conjunto
universo infinito. Ele pode ser desconsiderado quando o
conjunto universo que esta sendo tratado é finito. Este
axioma requer que, para cada sequéncia infinita A;, A,,
... de subconjuntos encaixados de X, que converge para

o conjunto A= lim A, , a seqléncia de nameros g(A4),
i— w
a (Az), ... precisa convergir para o valor g{A).

Isto €, se Ay —3 A, entdo g(A)) —» g{A).

converge CORVErge

O axioma gz pode ser visto como um tipo de
exigéncia de continuidade.

Medidas fuzzy s8o definidas por axiomas pouco
fortes, que incluem medidas de probabilidade como tipos
particulares de medida fuzzy.

O axioma g2 difere significativamente daquele que
se encontra na definicdo de medida de probabilidade. A
propriedade da aditividade para as medidas de
probabilidade é substituida pela propriedade menos
restritiva de monotonicidade.

4. Tipos de Medidas Fuzzy

Duas grandes classes de medidas fuzzy séo as
medidas de credibilidade e as medidas de plausibilidade.
Estas medidas sdo duais, no sentido em que uma pode
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ser univocamente determinada a partir da outra. As
medidas de credibilidade e plausibilidade constituem
uma teoria, que é denominada teoria matematica da
evidéncia.

Definicdo de Medida de Credibilidade: Uma
medida de credibilidade é uma funcéo:

Bel: P{X) — [0, 1], que satisfaz os seguinies
axiomas:

aq: Bel{(d})=0eBel(X)=1

gz: Para cada A, B = P(X) se Ac B entdo
Beil{A) < Bel(B)

g3: Para cada seqiéncia (Aj} i € N ® de sub-
conjuntos de X, se A cAoc ...ou B DA ..., istO
é, se (A5} i e N & uma seqiéncia monotdnica, entdo

limBel(A4) = Bel(limA)

I—> I— o0

94:
Bel{ Al A2 dr} e T Bel{ di)- ZBel (AP Af 4 =1 T B Al A2 AR

ia g

para cada n € N e cada colegao de subconjuntos
Aje X, i=1, .., n

OBS: g4 pode ser expresso, iambém, da seguinte
forma: R
Bel{U4,)= D (=Y Bel(M4,).
=1

fe 2wt

Para o casode n =2, temos a seguinte formulagio:

Bel( A, \> 4,) = Bel(A,,)+ Bel(A,)— Bel( 4, 4,)

A credibilidade de um conjunio A (A ¢ P(X) ),
simbolizada por Bei(A), é interpretada como o grau de
credibilidade, baseado em evidéncias disponiveis, que
um dado elemento de X pertenca ao conjunto A.

Uma outra forma de entender o significado da
credibilidade é considerar os subconjuntos de X como
possiveis respostas a uma questédo particular. O conjunto
das respostas responde corretamente a questdo, mas
ndo se sabe ao certo quais das respostas estdo corretas.

Quando os conjuntos Aj,A;---,A, ho axioma g,
$50 dois a dois disjuntos, isto €, Ain Aj=¢sei=j, 0
axioma requer que o grau de credibilidade associado
com a unifo dos conjuntos nN&o seja menor que a soma
dos graus de crengas pertencentes a conjuntos
individuais.

Exemplo: Se Aq m Ao = ¢ entdo

Bel( A,V 4,)> Bel(A) + Bel (4,).

3. N esta denotando o conjunto dos Nimeros Naturais.

Semina Ci Exatas/Tecn., v. 16, n. 4 v 505-512
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Nota-se, aqui, que o axioma g4, que caracteriza
fundamentalmente uma medida de credibilidade é mais
fraco que o axioma equivalente para medidas de
probabilidade, onde

P{A1 v A2 =P(A4) + P(A2) se Aq m Ao = ¢.

Isto implica que as medidas de probabilidade sejam
casos especiais de medidas de credibilidade, para os
quais o0 axioma g, é requerido.

Proposig¢do 1: Seja Bel: P(X) —[0,1] uma
fungao, tal que g1 vale. Se g4 é valido entdo go é valido.

Demor-~::+#n:

Seja Bei: 77 X} —[0,1] uma fungdo tai que gt
e g4 valem

Bel(UA‘-) = Z‘,(—l)'m+l Bel(n-Af)- (1)
i=1 iz, a
Sejam A e B € P(X), supte-se que A B. (2)
SejaC=B-A 3
De{2)e (3)iem-seque AL C=BeA~C=04.(4)
Dai, por {(4) Bel{ A C) = Bel (B} (58)

De {1) e (5) e g1 tem-se:

Bel (B} = Bel( A} + Bel(C)— Bel{AC) = Bel(A) + Bel (C)—-0
Bel(B)z Bel( A)

Proposicao 2:Seja A e P(X) e Ae P(X)e
Bel: P{ X)) —{0,1} uma medida de credibilidade
entdo Bel(A)+ Bel(A) < 1.

Demonstracac:

Seja AeP{X) e A seu complementar e
Bel: P(X) —[0,1] uma medida de credibilidade.

Como AUA=X AnA= ¢ €gq egq valem,
tem-se:

Bel(Aw A) z Bel(A) + Bel(A) — Bel (A A4)

Dai, como Bel (AW A) = Bel(X) =1 tem-se
1= Bel(A)+ Bel(A4).

Definigcio de Medida de Plausibilidade: Uma
medida de plausibilidade é wuma fungéo
PLP(X) — [0,1] que satisfaz os seguintes axiomas:
gq1: Pl{¢)=0e PICX)=1
g3: Para cada A, B € P{X) se A< B entda Pi{A) <PI(B)
gz: Para cada seqiiéncia Aj, Aj = P(X} i € N de
subconjuntos de X, se A cApc...ouA{ DA D .,
isto € (A} i = N & uma seqléncia monotdnica, entdo

limPI(4) = Pi(lm4,)
i—> o I — o0



gs:
PHA A A AAYSEPICAY= 5 PHA U A =D PRA O A wud )

i< F

para cada n € N e cada colegao de subconjuntos de X.
Associada a cada medida de credibilidade esta a
medida de plausibilidade FY, definida pela equacao

PI(A) =1- Bel(A) o (1)
para todo A e P(X) e, similarmente,
Bel(A)=1—-PI(A).

Consequentemente, as medidas de credibilidade
e plausibilidade sao duais.

Proposicio 3: Se A€ P(X), AcP(X) e
PLP(X)—10,1] é uma medida de plausibilidade,
entdo

P AY+ Pi{A)Y= 1

Demonstragao:

Seja 4 € P(X) e A seucomplementar.

PL:P(X)—>[0,1] &€ uma medida de plau-

sibilidade, como Auw A=X e A A= ¢ tem-se,

porgregs:

1=PA A} <FIA) +PKA)}-FKANA)=FPiA)+PI(A)
bai,

1< PI(A) + PI(A)
5. Atribuicdo Basica

Uma forma de expressar as medidas de
credibiliidade e plausibilidade & através de uma funcio

m: P(X ) — [0,1]. chamada de atribuig@o basica’.
Definigao de Atribuigao Basica

m & uma atribuigdo basica se e somente se
m: P(X) —=[0,1]talque m(¢) =0 e Zm(A) =1.

AeP{X)

Se A € P(X), m(A) é interpretado como o grau
de evidencia de que um elemento especifico de X
pertenga ao conjunto A, mas nao a qualquer subconjuntoe
especial de A; ou como o grau em que acredita-se que
uma tal exigéncia € assegurada.

Anailisando a definicgo de atribuicado basica,
observa-se o seguinie:

i. Nao é requerido que m{X) =1
ii. N&ao € requerido gue m(A) < m(B) quando A — B.

ii. Nao ha nenhuma relacio entre m{A) e m(Z).

A pariir destas observagées e da definigdo de

medida fuzzy pode-se concluir que a atribuicao bésica
nao é uma medida fuzzy.

Todavia, é possivel relacionar as medidas de
credibilidade e plausibilidade com a funcéo atribuicdo
basica como segue:

Se A, B s P(X) entéo

Bel(A) =Y m(B) (3)
PI(A)= > m(B) )
Brd=g -

O significado da relacdo entre m(A) e Bel(A),
expresso na equacdo (3) diz que m(A) caracteriza o
grau de evidéncia ou credibilidade que o elemento em
guestdo pertenca ao conjunto sozinho, enquanto Be!(A)
representa a evidéncia total ou crenca que o elemento
pertenca ao conjunto A bem como aos VAarios
subconjuntos de A.

O significado da relacdo entre m(A) e PI{A),
expresso na equacdo (4) diz que PI{A) representa ndo
somente o total das evidéncias ou crencas que o
elemento em questdo pertenca ao conjunto A ou a
qualquer dos seus subconjuntos, mas também, a
evidéncia adicional ou crenca associada a conjuntos que
estao envolvidos com A. Dito de outra maneira, Bei(A) é
a crencga associada a conjuntos B tal que A e B tenham
pelo menos um elemento em comum.

De (3) e (4) vé-se claramente que

PI(A) = Bel(A) VA,AcP(X).

Definigdo de Elemento Focal: Para cada
A € P(X), A é dito elemento focal se e sorrente se
m{A) > 0. Quando X & finito, m pode ser completamente
caracierizado por uma lista de seus elementos focais
A, com os correspondentes valores m{A).

Defini¢gdo de Corpo de Evidéncia: O par (F,m),
onde F & o conjunto de elementos focais e m € uma
atribuigio basica, € denominado corpo de evidéncia.

A fungdo de atribuic&o basica m permite definir a
ignorancia total.

Definicao de lgnorancia Total: Se m{A) =0 para
todo A= X em(X) =1, isto expressa g ignorancia total
sobre A. Isto €, sabe-se que o elemenioc esta no conjunto
universe mas nao tem-se nenhuma evidéncia sobre a
sua locacZo em qualquer subconjunto de X,

Segue-se da equacdo (3) que a expressao de total
ignorancia em medidas de credibilidade € exatamente a
mesma, Bel(X) = 1 e Bel(A) = 0 para todo A = X, pois

Bel(X)= Zm(B) =1, pois m(B)=0 se B=X
B X
em(B)=1seB=2X
Segue-se da equacdo (4), que a expressaoc de
ignorancia total em medida de plausibiiidade € expressa
por Pl{¢) = 0 e PI(A) = 1 se A = ¢.

4. Esta funcdo também é denominada funcédo de densidade de probabilidade (Veja Rich e Knight, 1993, 280) e atribuigdo de probabilidade

basica (Kiir e Folger, 1990, 112).
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Definigao de funcio de suporte simples: Uma
atribuigao basica m é dita uma fungio suporte simples
focada em A se m(A)=s5, m(X)=1—3 e
m{ B) = 0 para todos outras conjuntos B em P(X).

A partir do conhecimento da fungidc de

credibilidade, pode-se determinar a fungéo de atribuigdo
basica, através da seguinie relagdo

m(A4) = > (1) Bel(B) (5)

B A

para todo conjunto 4 € P X), onde |A - B| denota a

cardinalidade do conjunto 4 — B.
Sejz

|Bl:=|4-B|=#{4, e P(X);d— B =4}

Exemplo: Seja X o conjunto de todas as pinturas,
R = {x: x & pintura de Rafael}

D = {x: x & pintura de um discipulo de Rafael}

C = {x: x & pintura de um imitador de Rafael}

Seja Bel: P( X) —[0,1] a fungao definida por:

Bel(R)=0.005 Bel{D) = 0.0 Bel(C} = 0.05
BelRUuD)=0.2 BellRoC)=02 Bel{DC)=0.1
BellR.DuwC)=1.0

m{R  C) sera determinado atraveés da farmula (5).

m(RVC)= > (-1)*% Bel(B)

B R C

SeX=Rentdo | RUC-R|=iC]=1
SeX=Centdc [RuUC-Ci=]R|=1
SeX=RuCentiojRuC-Ru(]=0
m{R w C) = -Bel(R) - Bel(C) + Bel(R' C)
m{R v C)=-0.05-0.05+02=0.1

6. Regra de Combinacédo de Dempster

Supondo que existam duas fontes independentes
de informacéo, por exemplo, de dois especialistas no
campo inquirido, expresso por duas atribui¢cdes basicas
m; e my. A atribuicdo basica m; é oriunda do
especialista 1, e a m, é dada pelo especialista 2. Estas
duas funcBes podem ser combinadas para obter-se uma
evidéncia que leve em consideracdo ambas as
informacoes.

Isto pode serfeito utilizando-se a denominada regra
de combinacdo de Dempster.

> m, (B).m, (C)
m, ., (A)= - Zml(B).mz(C) Se A=

BraCmg
em,(A)=0se A=4¢.
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Exemplo:

Seja X o conjunto de todas as pinturas,

R = {x: x é pintura de Rafael}

D = {x: x é pintura de um discipulo de Rafael}
C = {x: x é pintura de um imitador de Rafael}.

A tabela a seguir mostra as combinacdes dos graus
de evidéncia de duas fontes independentes:

Elementos m, my my;
Focais

R 005 0.15 0,21
D 000 000 0.01
C 005 005 009
RUD 015 005 012
RUC 010 020 0.20
buc 005 Q.05 006
RUDUC 060 050 0.3

Dois especialistas examinaram cuidadosamente
uma pintura e atribuiram os graus de evidéncia mq e
mo, respectivamente. O que significamy(Rw D) =0.157
Este valor significa o grau de evidéncia dado pelo
especialista 1 que a pintura analisada havia sido feita

pelo proprio Rafael ou que elatenha sido feita porum de
seus discipulos.

Da mesma forma m2(Rw D) = 0.05 significa o grau
de evidéncia atribuido pelo especialista 2 que a pintura
analisada tenha sido obra de Rafael ou um de seus
discipulos.

O valor m4 2(R w D) = 0.12 foi obtido & partir das
informacgdes dos dois especialistas, através da regra de
Dempster. E claro que haveriam varios outros modos de
combinar essas informacdes, levando em consideracéo
aspectos relevantes destas informacgdes.

E possivel estender a definicdo de atribuicdo basica
para produtos cartesianos.

7. Atribuicdo béasica em um Produto Cartesiano

Antes de definir a atribuicdo basica num produto
cartesiano, é preciso definir a projecdo de uma relacao
sobre um conjunto e a projecdo de uma atribuigdo basica
sobre um conjunto.

Rx={xeX|(xy)e Rparaalgumy € Y} & a
projecao de Rem X.

Similarmente,

Ry ={y € Y{(x,y) Rparaalgum x < X} & a projegio
deRemY.

Agora, pode-se definir a projecao m,, de m sobre X

pela férmuia m (A) = Zm(R), para todo

R:A=Rx

A e P(X) (7.1).

Similarmente, m, (B) = Zm(R). para todo
R:B=Ry

B eP(Y) (7.2).



Para calcular my(A) de acordo com a formula
acima, somam-se os valores de m(R) para todos os
elementos focais R cuja projecdo sobre X é A.
Analogamente, para calcular my(B) somam-se os valores
de m(R) para todos os elementos focais R cuja projecéo
sobre Y é B.

my e my sdo chamadas atribuicdes basicas
marginais e (Fyx,my) e (Fy, my) sdo chamadas corpos
marginais de evidéncia.

Dois corpos de evidéncia (Fy,mMy) e (Fy,my) sao
ditos nao-iterativos se e somenie se VA, A € Fy e VB,
B e Fy temos

(7.3) m{A x B) = my(A).my(B)
e
MR =0YR,R=AXEB

A formula 7.3 permite calcular a atribuicdo béasica

de produtos cartesianos.
Exemplo:

Considerando o corpo de evidéncia dado na tabela
1, abaixo. Os elementos focais sdo 0s subconjuntos do
produto cartesiano Xx Y onde X ={ 1, 2, 3}eY={a,b,
c} eles estdo definidos na tabela a seguir por suas
funcBes caracteristicas.

Os corpos de evidéncia marginal estdo definidos
nas tabelas 2a e 2b.

Explicando melhor as tabelas:

Ex.. SeA={2,3},B={b,ctdai Ax B ={2a, 2c,
3b, 3c}

m(R1) = m({ 2b, 2c, 3b, 3c}) = 0.0625

ta 1b 1c¢ 2a 2b 2c¢ 3a 3b 3c m(Ri)
R1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0.0625
Ro 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0.0625
R3 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0.125
R4 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0.0375
Rs 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0.075
Rg 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0.075
R7 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0.375
Rg 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0.075
Rog |1 0 0 1 0 0 1 0 0 0.075
Rig |1 1 1 0 0 0 1 1 1 0.075
R1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0.15
Rq2 |1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.15
TABELA 1
X Y

1 2 3 My (A) a b c my(B)
A= o 1 1 0.25 B= 0 1 1 0.25

1 0 1 0.15 i1 © 0 0.25

1 1 ) 0.3 1 1 1 0.5

1 1 1 0.3

TABELA 2a TABELA 2b
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Por (7.1)

temos:

my({ 2, 3}) = m(Rq) + m(Rp) + m(R3) = 0.0625 +

0.0625+0.125=0.25

Similarmente, usando (7.2)

temos:

my({ b, c}) = m(R1) + m(Rg) + m(Rs5) + m(Rg) =
0.0625 +0.0375+0.075+0.075 =0.25

Usando a formula {7.3), pode-se calcular a
atribuicdo basica do produto cartesiano:

m({ 2, 3} x {b, c}) =mx({ 2, 3}) x my({ b, ¢}) =0.25
x 0.25=0.0625.

Vé-se, portanto, que a atribui¢cdo béasica &

univocamente determinada pelas atribuicbes basicas
marginais my e my atraves das formulas (7.1) e (7.2).

Exemplo:
Calcule my({1,3}) e my({b,c}) no exemplo anterior.
mMx({1.3}) = m(Rg) + m(R7) + m(R4g) =
0.0375 + 0.0375 + 0.075=0.15
my({b.c}) = m(R1) + m(Rg) + M(R5) + m(Rg) =
0.0625+0.0375+0.075+0.075=025

Observacdes finais

O conceito de medida fuzzy fornece um amplo
sistema, formado por varias classes especiais de
medida, que inclue a classica medida de probabilidade.
As duas maiores classes de medida fuzzy sdo as
medidas de credibilidade e plausibilidade. Elas séo
mutuamente duais no sentido de que uma pode ser
univocamente determinada a partir da outra. Juntas elas
formam o que se denomina a teoria matematica da
evidéncia. Esta teoria caracteriza-se pelo par de
axiomas duais de subaditividade expressos pelo terceiro
axioma da definicdo de credibilidade e do conespondente
axioma da definicdo de plausibilidade. Os resultados
desta teoria foram desenvolvidos por Gienn Shafer, em
1976, este por sua vez motivou-se nos trabalhos sobre
probabilidades de Dempster, em 1967. Embora o trabalho
de Shafer seja o mais amplo sobre esta teoria, este
recebeu contribuicdes significativas de Bacon, em 1981;
Dubois e Prade, em 1982-1986; e muitos outros. Em
1979, Zadeh discutiu a validade da regra de Dempster
como uma regra especial e bem justificada para a
combinacéo de evidéncia.
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