COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DAS SOLUCOES DE UM SISTEMA DE
EQUACOES DE EVOLUCAO DA HIERARQUIA AKNS
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RESUMO: Consideramos um sistema de
para dados iniciais pequenos.
associado quando o tempo tende a infinito.

PALAVRAS-CHAVE: Equacbes de evolucao,

1. INTRODUCAO

Consideramos neste artigo o problema de valor

inicial

r

id, g=—_Ag+q°r

RO = ry =

(1.1) id, r= Ar—qr®

q(x,0) = g,(x)
r(x0) = r,(x)

onde g(xt) e r(x,7) séo funcdes complexas, xc R"er
= (0. O sistema (1.1) pertence a hierarquia AKNS de
sistemas hamiltonianos completamente integraveis,
e portanto suas solu¢gdes podem ser obtidas pelo
meétodo de espalhamento inverso (Drazin et al., 1989,
Newell, 1985). Nos casos emquer—=1 g , (1.1) se

reduz a equacao de Schrodinger nao linear:

1 2
id, q=—7Aqg*q| q.

Nosso objetivo é estudar o comportamento
assintotico das solugfes globais de (1.1) utilizando

métodos de Analise Matematica. No que se segue
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solucbes globais,
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equacdes de evolugdo ndo lineares que possui solucBes globais
Demonstra-se que as solugBes sdo assintéticas a solugbes do problema linear

O problema de encontrar solucbes ndo lineares que sejam
assintoticas a solucBes lineares dadas € investigado.

hierarquia AKNS.

denotaremos por W™* ( R") os espagos de Sobolev

com narmas:

Jedl,.., = 2 [}@ “u

cism

‘u‘p

ondeme N, Isp<ec

v;,
bl = [ Jluo|"ax |
R -

Cuando p = 2 escrevemos Ww™? = ff™ € se
m=0entdc w7 = y».Definimos os espagos W
= Wmr = War  H== H"x H”. O sistema (1.1) pode ser

regscrita camo

A.2) {iaru=Au+f(u)
w(x,0) = u,(x)

onde:
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(1.3) Proposicao: Se u, € H"(R"), m > n/2,
entdo existem 7> 0 e uma tnica ¥ € C(10, T ]; H™)
solugac de (1.2).

Demonstracao: Do fato que H™(R™) € uma
algebra de Banach se m > n/2 decorre facilmente
que f: H" — H™ ¢ |localmente lipschitziana, o que
implica a proposi¢ao (PAZY, 1985, p.190).

2. O PROBLEMA GLOBAL

MNesta secfio provaremos que a solugio de
(1.2) & global se o dado inicial & pequeno e n = 2.

(2.1) Teorema: Sejamu,c H™*(R") W&
SR, nz2 kme N k=203, m>nb, m-k+ I >n/
6. Existe & » 0 independente de i, tal que se
Huﬂ k2 o 6 el

de (1.2) pode ser estendida a todo 1= 0. Além disso,

| _ -
|4 H < O entio a solugao u(s)
m+RLEIS

Hu(t)Hmﬁ < c(l+¢)™"

para tocdor=0.

Fara demonsirar o tecrema acima
necessitamos das seguintes estimativas (no que se
segue, SUpOMoOs sempre que os indices m, n, k
satisfazem as hipdteses do teorema (2.1)):

(2.2) Lema: Sejam u, v = H"* (R™. Entéo

@ “.f-(u)l m+k 643 S c‘||ul|i‘6"u|u‘;+k'2

s S el g+ et = a2 +

® |f @) - £

el e+ IV (bl g+ Il et = v,

Demonstracao: Para provar (a) necessitamos
estimar

]|m+k.6!5 = 2 ”5’ a(qzr)”cl.sfs'

& ek

llg*r
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Pela regra de Leibniz, J “(g°r) & uma

combinagao linear de termos da forma
(& Yg) @ "g)(@ °r) emque os indices ¥,77,5 €2
sastifazem |y{ + }nl + ‘g| <m+k.

Usando a desigualdade de Halder

”fgk”(),ﬁ;s = CHng,GHSHUﬁ”huo.z

de modo que a norma L2 seja sempre aplicada a um

fator com indice maior que m obtemos

2 2
‘Iq r"m+k 65 = C|lullm__6||u|lm+k_2'
Para provar (b) procedemos de modo analogo
e utilizamos as imerstes de Soboley H"t'c— Wmo—

Whheo,

(2.3) Lema: Se e W™ entdo para toda
e R

A —1/3
"e I uon,e Se(l+ih™ "”DHm+k.5f5

Demonstracao: (Sulem et al., 1986,
proposicao 4.1).

Demonstragéo do Teorema (2.1): E suficiente
provar gue a solugao u(f) permanece uniformemente
limitada em qualqguer intervalo onde esta definida.
O meétodo da demonstragéo é baseado em (Sulem
et al., 1986).

A solucac ult) satisfaz a equacao integral
{(Pazy, 1983, p.185):

2.4y u(z) = e i, —iI e 7R £ (ul(s))ds.

O

Comoe e é uma isometria em H™* | segue
de (2.4) e do lema (2.2) que

!lu(t)l k2 = ‘luc

r
|m+k.2 + CJHu(s)_li,ﬁHu(.s‘)”m_hk‘z ds ;
o
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a desigualdade de Gronwall implica que
(2.5) H“(I)”mu,z < ”uﬂ Hmﬂ_z exp(cj "u(s)”iﬁds].
0

Ainda de {2.4) temos, com a ajuda dos lemas
{(2.2)e (2.3),

(2.6) ”H(r)”m_a sco(l+ t)_-n{3|’“0”m+k,6!5
+ cj (1+r—5)™" ‘lu(s)“i,,c.”“(s)“mkz ds.
a
Defina

M(T) = (js.{ug(l+t)""3‘|u(t)‘|m_6.

As desigualdades (2.5) e (2.6) podem ser

reascritas, respectivamente, como

(2.7)

"M(t)l k2 = “uol sk, 2 exp[CM(T)?- ,[ (1 =+ S) s ds]
n

c M(TY

< Jlle-

(2.8)

M(T) < clu,

_|_
|m+k,6!5

£

. L (I +£)m'3
M(T) e ™ su
m+k 2 (T) llﬁlg"[ (1 +i— S)"” (] + S)ZM’J

T C”“o "

M(T)g ec-M(TF .

m—i.,2

< ety g0+ € o]

m-k.645
L]

(Note gue as integrais em (2.7) e (2.8) sdo
uniformemente limitadas pois n=2.)
Designando maxic,c’.c’}por ctemos de (2.8)

(2.9)  M(T)<cS+cd M(T)e™MT”,

Definaafungdo f(x)=cS(1+ x’e™ )— x,
que & convexa e tem exatamente duas raizes 0 <K,
< K,,sed>0 & suficientermente pequeno. Observe

que f(x) énegativa nointervalo (K, , K, ) e positiva
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se x<K,oux>K, . Temos f{cd)>0 e f(¢3)<0, portanto

0< cd < K,. Alem disso,

<c'

.6

<c'd

M) = |u,

o]
| Ollps s 2

pela desigualdade de Sabolev. Denotando maxfc,¢’}
novamente por ¢ segue que M(0) < ¢d <K,. Como
fF(MT)=0 por (2.9) e M(T) depende
continuamente de 7, concluimos que M (7) < K|
para todo T. O tecrema estd, portanto, demonstrado.

3. COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DAS
SOLUCOES

Praovaremos nesta segdo que a solucio de
(1.2) é assintotica a uma solugio do problema linear
(3.1) Proposicgéo: Se n e H™* ~ W= gq-
tistaz as hipdteses do teorema (3.1) entdo existe u,

e H=* tal que

(3.2) itA — 0,

,]_i,]f,”u(t) ~e u, ”m+k,2

onde w(f} & a solugio de (1.2) dada pelo tecrema (2.1).
Demonstracio: Defina
—_ + 3 isA o
H, =4, —i _[e Flu(s)ds.
a
Temos

yeo
e u, =eMu, —i _[e‘“""”f(u(s))ds,
0

que subiraimos de (2.4) para obter

+an

u(r) — e u, ZiJ'e_m_smf(u(s))ds-

I
De (2.1) e (2.2) segue que
. *e a
”u(r) — e, ”mk_z ¢ j ‘I“(S)l]m,ﬁ "“(S)Nmuz ds:
4
<c[a+sds -0
r

quando t—+os, 0 que demonstra a proposigio.
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Consideremos agora o problema reciproco,
au seja, dado » e H™* queremos obter uma solugio

() de (1.2) satisfazendo (3.2).

(3.3) Proposicao: Dado ¢ e H™* (R") m Wm+*
(R, n 24, existem 7> 0 e uma unica ue O[T, +o0),

Hw* (R"Y) solugdo de {1.2) satisfazendo

@ supluel,., . <

iy sup(1+ 0™ )], o < =

—irA — 0 i

iy Himfu() — e, lhes 2
Demanstracio: Dados 7>0. K>0 e M>0,
seja A o conjunto das aplicagtes ue C(|7,+<<), H"* )

tais que paratodor=2T
Jucty —e™u, |, <K

Jucty —e™u, | < M@+,
Com a métrica

d(uv) = suplucr) = v, ,
re

O conjunio A & um espago meétrico compleio.

Para « e A defina

FQ(®) = e 7w, +i [e704 £ (u(s)) ds.

Corm o auxilio dos lemas (2.2) e {2.3) mostra-
se gque FIA—A é uma contragdo se 7>0 é
suficientemente grande. Pelo teocrema do ponto
fixo de Banach existe uma dnica ue A tal que

@4

Fu)(t) = u(t) = e “u,_+i _[e“'“"”‘f(u(s))dS-

Como na proposicdo (3.1) prova-se que u(r)
satisfaz (3.2). Observe que u(¢) & solucao do

problema nao linear, pois de (3.4) temos

F.u= —iAe™u, +i _[ (=A™ Flu(sN ds — if (u(e) =

= —iAu(t) —if Cus(r)).

Se w e C(IT, +<=), H™* ) & outra solucao
satisfazendo (i), (ii) e (iti), entdo we A para uma
escolha conveniente das constantes X e AM. Pelo
tecrema do ponto fixo de Banach, w=u, & a
proposicico esta demonstrada.

LUEDERS, E. Asymptotic behaviour of solutions of am evolution equations system in the AKNS hierarchy.

Semina:Ci.

Exatas/Tecnologicas, Londrina, v. 17, n. 4, p. 365-368, Dec. 1996.

ABSTRACT: A system of nonlinear evolution equations with global solutions for small data is considered. We
prove that the solutions are asymptotic to solutions of the linear problem whem the time goes to infinity. Moreover,
we investigate the problem of finding nonlinear solutions asymptotic to given linear solutions.
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