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RESUMO: Neste trabalho são apresentados resultados obtidos na simulação do comportamento dinâmico 
de um pêndulo invertido perturbado periodicamente cujo movimento é restrito devido à existência de 
obstáculos em sua trajetória, gerando uma descontinuidade. A intenção é mostrar a mudança do 
comportamento em função da variação do coeficiente de reposição de velocidade após cada choque do 
pêndulo com os obstáculos, cujo valor depende diretamente dos materials que compõem os elementos 
envolvidos na colisão. As simulações foram realzadas utilizando-se o Simulink/Matlab, e as análises 
baseadas em mapas obtidos através de transformações de Poincaré e diagramas de bifurcação, ferramentas 
que podem mostrar o comportamento dinâmico do sistema. 

PALAVRAS-CHAVE: pêndulo invertido; comportamento dinâmico; transformações de Poncaré; diagramas 
de bifurcação. 

1 I N T R O D U Ç Ã O 

O pêndu lo invert ido é, sem dúvida alguma, um 
exemplo c láss ico de sistema o qual é, a inda hoje, 
bastante u s a d o no estudo de compo r tamen to 
dinâmico. Neste trabalho procura-se estudar este 
compor tamen to em um pêndulo invert ido com 
perturbação per iód ica e com movimentos restritos 
pela p resença de obstáculos em sua trajetória, 
conforme mos t ra a Figura 1. 
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A referência mot ivadora d e s t e trabalho é o 
ar t igo de Shaw & Rand ( 1 9 8 9 ) , onde é feita a 
anál ise de um modelo a p r o x i m a d o representativo 
do s i s t e m a e c o n s i d e r a n d o - s e um c h o q u e 
c o m p l e t a m e n t e e lás t i co d o p ê n d u l o com o s 
obstáculos, ou seja, um coef ic ien te de reposição 
de velocidade (kr) unitário. 

Neste artigo reformula-se o mode lo usado em 
Shaw & Rand (1989) e em M o o r e & Shaw (1990), 
u t i l i zando -se o mode lo não l i nea r or ig ina l e 
considerando-se o elo c o m o u m a barra delgada 
com massa uniformemente d is t r ibuída, e faz-se a 
anál ise do comportamento d i nâm ico do sistema 
em função da variação do coef ic iente de reposição 
de velocidade k r após cada c h o q u e . 

Este modelo foi simulado no ambiente Simulink do 
Matlab, após ter sido transformado matemat icamente 
em um modelo autônomo descr i to em um espaço 
cilíndrico de dimensão três, suje i to a conter regiões 
no espaço de parâmetros que o torna extremamente 
sensível as condições iniciais, e que podem caracterizar 
comportamentos caóticos (Guckenheimer & Holmes, 
1993) ou propiciar a formação de atratores estranhos 
(Mees & Sparrow, 1987; Hocke t t & Holmes, 1987). 
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onde k r [0,1] é o coef ic iente de reposição do 
mov imento após o choque c o m o obstáculo. 

Escolhendo a função de perturbação como uma 
função cossenoidal tp (t) = bcos(wt) e definindo um 
vetor de estados ampliado n u m espaço cilíndrico 
de d imensão três, como mos t rado na equação (3): 

te remos a representação de es tados do sistema 
au tônomo equivalente ao descr i to pela equação 
(1), representada no espaço ci l índrico de dimensão 
três n x S1: 

O trabalho foi estruturado de tal forma que a 
Seção 2 destina-se a apresentação e reformulação 
do mode lo apresentado em S h a w & Rand (1989), 
a Seção 3 mostra em síntese os procedimentos 
usados para obter as t rans formações de Poincaré 
e os diagramas de bi furcação, a Seção 4 mostra 
os resultados das simulações real izadas e a Seção 
5 mos t ra as conclusões obt idas em função dos 
resul tados apresentados. 

2 M O D E L A G E M DO S ISTEMA NÃO LINEAR 

O mode lo matemát ico de um pêndulo com 
m o v i m e n t o planar, baseado n u m a barra rígida 
de lgada , com massa un i fo rmemente distribuída, 
per turbado e sem obstáculos na sua trajetória é: 

onde a é uma constante re lac ionada com atrito 
v i s c o s o (com o ar ou ou t ro me io ) e kg é uma 
cons tan te relacionada com o efei to gravitacional 
sobre a barra. 

S u p o n h a , como exemp lo , q u e exis tam dois 
o b s t á c u l o s loca l izados nos p o n t o s q = qF+ e 
q = qF- (ver Figura 1), e q u e tc

- é o instante 
imedia tamente anterior a ocor rênc ia do choque 
c o m a lgum destes obstáculos e tc

+ é o instante 
imediatamente posterior ao c h o q u e com qualquer 
um dos obstáculos. Foram arb i t rados os valores 
qF+ = 1,0 [rad] e C = - 1 , 0 [ rad ] por serem os 
m e s m o s adotados em S h a w & R a n d (1989), 
e m b o r a se possa considerar em a lguma situação 
IqF+I IqF_I. Logo, para efei to da s imulação, tem-
se a seguinte condição de con to rno : 

3 MAPAS DE P O I N C A R É E D IAGRAMAS DE 
B I F U R C A Ç Ã O 

Para a anál ise do s istema perturbado, es te 
t rabalho baseia-se nas características observadas 
no mapeamento de Poincaré, as quais são distintas 
para cada t ipo de compor tamento d inâmico, a 
saber, (Guckenheimer & Holmes, 1983): 
• Compor tamento periódico: possui um número 

finito de pontos; 
• Compor tamento quasi-periódico: tern a f o rma 

de uma curva fechada; 
• Comportamento caótico: para o caso de sistemas 

dissipat ivos, o atrator tem estrutura fractal. No 
caso apresentado, o respectivo atrator possui 
estrutura f ina e delgada, que se assemelha as 
ferraduras de Smale , ou conjuntos de Cantor 
( T h o m p s o n & S tewar t , 1989; Moon, 1 9 8 7 ; 
S e y d e l , 1994; T h o m p s o n & B ishop, 1 9 9 4 ; 
Parker & Chua, 1989). 

Tradicionalmente considera-se que um sistema 
dinâmico não linear de dimensão dois, sujeito a u m a 
perturbação periódica e descrito pela equação: 

tem uma transformação de Poincaré descrita num 
hiperplano <= n ortogonal à variável de estado 
adicional xn+1 = wt mod 2 , como mostra a Figura 2, 



Entretanto, o hiperplano que deve ter dimensão 
n, pode ser escolhido arb i t rar iamente dentro do 
espaço ampl iado def in ido na equação (5). Neste 
trabalho n = 2, então se arbi tra o hiperplano como 
sendo o plano definido pe la equação (6), o qual 
pode ser visto na Figura 3. 

a e s t u d a r o efeito do comportamento do s i s t e m a 
face a d i ferentes materiais que possam ser usados 
na c o n s t r u ç ã o dos elementos pa r t i c i pan tes do 
c h o q u e : pêndu lo e obstáculo. 

As F i g u r a s 4 e 5 mos t ram os m a p a s de 
Po incaré obt idos para uma ampli tude do s ina l de 
p e r t u r b a ç ã o b = 2,0 e valores de kr de 1,0 e 0,85, 
respec t i vamente . 

Supondo que a so lução de (3) seja t(xo, t0), a 
transformação de Poincaré P( x10) é obtida através 
de uma d iscre t ização g e o m é t r i c a da trajetór ia 
definida por (6), quando es ta trajetória intercepta 
o plano . O respectivo mapeamen to é obtido pela 
sequência de in terseções de com após um 
tempo suf ic ientemente g rande para garantir que o 
conjunto limite tenha s ido at ingido. 

O d iagrama de b i fu rcação é montado a partir 
das transformações de Poincaré, var iando-se um 
parâmetro m cuja inf luência deseja-se representar, 
mantendo-se os demais invariantes. Neste trabalho, 
o parâmetro escolh ido é m = kr. Portanto, este 
diagrama é composto pela justaposição dos mapas 
obtidos via transformações de Poincaré construídos 
para cada valor do pa râmet ro var iante. Trata-se 
de uma construção demorada , uma vez que a cada 
variação des te pa râme t ro deve -se esperar um 
tempo suficiente para que o s is tema retorne ao 
conjunto Iimite depois de decorr ido o transitório 
provocado pelo incremento do parâmetro m, evitando-
se desta forma, chegar-se a conclusões errôneas 
devido a estes efe i tos t rans i tó r ios que podem 
mascarar as propriedades de cada mapa. 

P e r c e b e - s e que não houve u m a m u d a n ç a 
q u a l i t a t i v a d o c o m p o r t a m e n t o d o s i s t e m a , 
p e r m a n e c e n d o uma oscilação caót ica em a m b o s 
os c a s o s . 

As f iguras 6 e 7 mostram os mapas de Po incaré 
p a r a [b = 1,705 e m a n t e n d o - s e os d e m a i s 
p a r â m e t r o s inalterados. Para es tes v a l o r e s de 
amp l i t ude de perturbação, percebe-se c l a ramen te 
a p a s s a g e m de oscilação caótica para per iód ica . 

4 SIMULAÇÕES 

Todos os resultados das simulações apresentados 
a seguir fo ram obt idos usando -se as mesmas 
condições in ic ia is ( x 1 (0 ) = 0,8; x 2 (0 ) = 0,5; 
x3(0) = - p e k g = 1 , 0 , levando-se e m consideração 
a variação do parâmetro kr entre 1,0 e 0,85. O 
estudo da var iação deste parâmetro é equivalente 
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5 D I S C U S S Õ E S E C O N C L U S Õ E S 

C o n f o r m e m o s t r a d o n a s s i m u l a ç õ e s , o 
compor tamento dinâmico do s i s tema apresentado 
está di retamente ligado ao t ipo de material que 
compõe o pêndulo e os obstácu los , o que se reflete 
em termos de valores d i ferentes para o coeficiente 
de reposição de velocidade k r 

As Figuras 4 e 5 mos t ram que para b = 2,0, 
uma var iação no valor de k r de 1,0 para 0,85 não 
alterou qualitativamente o compor tamento dinâmico 
do s is tema, permanecendo em osci lação caótica. 
A pequena diferença nos m a p a s mostrados reflete 
apenas uma pequena a l teração quantitat iva. 

As Figuras 6 e 7 most ram q u e para b = 1 ,705 a 
m u d a n ç a no va lor de k r já r e s u l t o u em uma 
mudança comportamental do s is tema, que passou 
de caót ico (k r=1,0) para per iód ico (k r=0,85), ou 
seja, uma mudança quali tat iva de comportamento. 

U m a comparação entre as f iguras 4 e 6 deixa 
evidente que apenas uma m u d a n ç a quantitativa 
de compor tamento ocorre pa ra u m a variação no 
pa râmet ro b de 2,0 pa ra 1,705. É importante, 
entretanto, ressaltar que neste últ imo caso o atrator 
caracteriza uma situação de micro caos (Thompson 
& Bishop, 1994), a qual poderia eventualmente ser 
suportada pelo sistema de controle. Tal comportamento 
caót ico não poderia ser desp rezado na primeira 
situação, devido a maior faixa ocupada pela variação 
dos estados do sistema. 

As Figuras 8 e 9 mos t ram q u e a utilização de 
d iagramas de bifurcação é bas tan te eficaz para 
um e s t u d o da i n f l uênc ia da v a r i a ç ã o de urn 
determinado parâmetro sobre o comportamento 
d i n â m i c o do s i s tema. É i m p o r t a n t e ressaltar, 
entretanto, que a obtenção de tais diagramas é 
bastante demorado , p r i nc ipa lmen te quando se 
deseja uma varredura c o m va r i ação pequena do 
parâmetro em questão. 

O mapa de bifurcação da Figura 8 foi construído 
c o m o s m e s m o s p a r â m e t r o s dos m a p a s 
apresentados nas Figuras 6 e 7, e representa o 
compor tamento do sistema em função da var iação 
de k en t re 1,0 e 0,85. A Figura 9 most ra um 
detalhamento da região de comportamento caótico 
do d iag rama da F igura 8. 
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ABSTRACT: In this work, the results obtained by the simulation of the dynamic behavior of an inverted 
pendulum periodically disturbed whose movement is restricted due to the existence of obstacles in its 
trajectory generating a discontinuity, are presented. The intention is to show the change of the behavior 
due to the variation of the speed replacement coefficient after each collision of the pendulum with the 
obstacles, whose value depends directly on the materials involved in the collision. The simulations were 
performed using the Simulink/Mattab, and the analyses were based on maps obtained by means of Poincaré's 
transformations and bifurcation diagrams, which can show the dynamic behavior of the system. 
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