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Resumo

O Critério de Estabilidade de Routh ¢ uma ferramenta simples e util para a analise da estabilidade de
sistemas de controle. Neste trabalho, é proposto um método para o estudo da estabilidade de sistemas
incertos dx(2)/dt=(A,+0AA)x(1), utilizando o Critério de Estabilidade de Routh na analise dos autovalores
de 4 +0AA4. O método determina a faixa de valores de o que garante a estabilidade assintotica do
sistema. Uma aplicag¢@o analoga para sistemas com realimentacdo negativa do tipo dx(t)/dt=(A-BKC)
x(t), com K=kI, também ¢ proposta.
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Abstract

Routh’s Stability Criterion is a simple and useful tool for stability analysis of control systems. In this
work, it is proposed a method In this work, it is proposed a method for stability study of uncertain
systems dx(t)/dt=(4,+0AA)x(t), using Routh’s Stability Criterion in the analysis of the eigenvalues of
A,+0AA. The method determines the range of values of a that guarantees the asymptotic stability of
the system. An analog application for negative output feedback systems given by dx(?)/dt=(4-BKC)x(1),
where K=kI, is also presented.
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Introducao

Na teoria de controle classico, entre as diversas
especificagdes de um sistema de controle, a
estabilidade ¢ a mais importante. Em vista disso,
existem alguns métodos que podem ser utilizados
no estudo da estabilidade de sistemas realimentados
com controladores proporcionais, tais como o
método do lugar das raizes, o critério de estabilidade
de Nyquist e o Critério de Estabilidade de Routh.

Na maioria dos cursos de controle ministrados
para a graduagdo, o Critério de Estabilidade de
Routh ¢ o primeiro método a ser ensinado. Este fato
pode ser observado em quase todos os livros sobre
teoria de controle classico (KUO, 1995; CHEN,
1993; D’AZZ0O; HOUPIS, 1995; DORF; BISHOP,
1998; FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI,
1994; OGATA, 2003; ROWLAND, 1986), nos quais
o Critério de Estabilidade de Routh ¢ introduzido
imediatamente apds a defini¢ao de estabilidade.

Um sistema de controle com uma fun¢do de
transferéncia G(s)=n(s)/d(s) ¢é assintoticamente
estavel, se e somente se todos os seus polos
possuirem parte real negativa. Por meio do Critério
de Estabilidade de Routh, esta condi¢do pode ser
verificada sem a necessidade da determinacgdo das
raizes de d(s).

Uma aplicacdo basica do Critério de Estabilidade
de Routh ¢ determinacdo do conjunto de valores de
um ganho escalar & € R que estabiliza um sistema
com uma entrada e uma saida (em inglés, Single
Input Single Output, SISO) com realimentacao da
saida. Esta aplicagdo ¢ abordada em (TEIXEIRA;
ASSUNCAO; COVACIC, 2007), que também
estende os resultados para controladores
Proporcionais-Integrais-Derivativos (PID) e propde
um programa em Matlab para determinar as regioes

de estabilidade para os controladores abordados.

Varias aplicagdes do Critério de Estabilidade
de Routh estdo disponiveis na literatura. Em
(BLONDEL; LUNDVALL, 1995), o critério ¢
utilizado para verificar se um sistema pode ser

Em
(PENA, 2003), sdo apresentados testes para verificar
as condi¢des de Routh-Hurwitz e a positividade total

estabilizado com um controlador estavel.

de uma matriz, transformando-a em uma matriz
triangular superior. Em (HWANG; YANG, 2001),
os autores utilizam as condi¢des de Routh-Hurwitz
para verificar a propriedade Hurwitz (se todas as
raizes possuem parte real negativa) de um segmento
de polinémios (1-A)p,(s)+Ap (s), sendo que 0 < A
< 1. Em (BOSE, 1989; YANG; HWANG, 2002),
o método ¢é estendido para combinagdes convexas
de polindmios complexos. Em (BARMISH, 1984;
BIALAS; GARLOFF, 1985; GUIVER; BOSE,
1983), ¢ apresentado um método para a analise da
estabilidade de polindmios, cujos coeficientes sofrem
perturbacdes. Em (BANDYOPADHYAY; ISMAIL;
GOREZ, 1994; BANDYOPADHYAY; UPADHYE;
ISMAIL, 1997; HWANG; YANG, 1999), o método
¢ estendido para a obtencao de modelos de intervalo
de ordem reduzida para intervalos de sistemas
lineares, sendo que cada coeficiente de n(s) e d(s)
pertence a um intervalo. Em (WEI; YEDAVALLI,
1987), os coeficientes do polindmio carateristico
dependem de um conjunto de pardmetros, com
cada parametro pertencente a um intervalo, tal que
os coeficientes dependem um do outro. Os autores
propdem um método para eliminar a dependéncia
entre os parametros.

Em Teixeira, Assun¢do ¢ Covacic (2007), o
Critério de Estabilidade de Routh ¢ utilizado para
determinar a faixa de valores de um parametro
E € R, tal que todas as raizes, seC, de um
polindmio caracteristico d(s,k), dependente de
k, possuam parte real negativa. O polindmio
caracteristico d(s,k) € dado por:

d(s,k)=d (k)s"+...+d (K)s+d,(k), (1)

cujos coeficientes d (k), i=1,2,...,n, sdo polindmios
em k, como descrito em (2):
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d(k)=d, J+...+d k+d,, )

para i=0, ...,n, sendo b_i o grau de d (k).

Neste artigo, o Critério de Estabilidade de Routh
sera utilizado para a analise da estabilidade de
sistemas incertos dx(1)/dt=(A +0AA4)x(1), sendo A
e A4 matrizes constantes e conhecidas e o.e R um
pardmetro constante incerto. Por meio do estudo dos
autovalores de 4 +aAA4, € determinada a faixa de
valores de o que garante a estabilidade assintdtica
do sistema. De forma analoga, sera analisada a
estabilidade de sistemas com realimentagdo negativa
do tipo dx(t)/dt=(A-BKC)x(t), com K=k, sendo [
uma matriz identidade, cuja ordem corresponde ao
numero de entradas, que ¢ supostamente igual ao
numero de saidas do sistema.

Este artigo ¢ organizado como segue. A Se¢ao
2 mostra o Critério de Estabilidade de Routh e
apresenta o método proposto em (TEIXEIRA;
ASSUNCAO; COVACIC, 2007) para a analise da
estabilidade de sistemas de controle. A Secdo 3
descreve a utilizacdo do Critério de Estabilidade
de Routh para a analise da estabilidade de sistemas
incertos dx(t)/dt =(A,+0AA)x(t) e uma aplicagdo

Tabela 1. Tabela de Routh.

anadloga para sistemas realimentados dx(t)/dt=(4-
BKC)x(t), com K=kI. A Secdo 4 mostra alguns
exemplos de aplicagdo. A Secdo 5 ¢ uma conclusdo
deste trabalho.

Estabilidade de polindmios com dependéncia
polinomial

Considere um sistema linear invariante no tempo
G(s,k)=n(s,k)/d(s,k), cujo polindmio caracteristico
d(s,k) € dado por (1), sendo d (k),... d (k) e d (k)
polindmios em k, descritos em (2), para i=0,...,n,
sendo b, 0 grau do coeficiente d (k).

Considere que o grau de d(s,k) ¢ constante, isto
¢, d (k)#0. O sistema € estavel, se e somente se todas
as raizes, com relagdo a variavel se C, do polinomio
caracteristico d(s,k) tiverem parte real negativa. O
Critério de Estabilidade de Routh (OGATA, 2003) ¢
uma ferramenta 1til para a analise da estabilidade.

Por meio do Critério de Estabilidade de
Routh, podem-se obter os valores de & € Rtais
que todas as raizes do polindmio caracteristico
d(s,k) possuam parte real negativa, caso existam.
Considere a Tabela 1.

finha 7 s" an (k) = 2l (k) ana (k) = E2255) (k) ana (k) = E2355) (k)
: -1 _ P(n—11 _ P(n—1)2 _ P(n—1)3
linha (n — 1) s™ am_1)1(k) = W am-12(k) = W an—13(k) = W

linha 2 52 az (k) = 22155 azs (k) = 22250

linha 1 st a (k) = 2150

linha 0 s° ao1(k) = pq%1<(:))
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Os termos da linha n sdo dados por a (k),
a (k),..., sendo:

P, (0=d,(K), p,()=d, , k),
p00=d, (),
q,(0=1. &

Os termos da linha (n-1) sdo dados por am_mﬂc),
a, .00, ..., sendo:

p (n-])I(k) :d(n-uﬂ() » P (n-])Z(k) :d(n-3)(k) ’
g, (0=1. @)

Para determinar estas duas primeiras linhas,
seguindo o procedimento acima, considera-se que
d(k)=0, para i=-1,-2,-3,...

Os termos da linha j, j=n-2,...,1,0, sao dados

por:
ajilk) = A1 (K)ag 42y (K) — ai:'+211':k)at3-+1m+1j(k).
aggy1)1(k) :
Po+13 8 Poypan (8 Pogponn (8) Py (8)
az(k) = g4 lk) dggpa (k) G B gy k)
S Pty lk)
q+1 (k)

Entao, aﬁ(k) Zpﬁ(k)/qj(k), sendo:

p/'iﬂ():p(/'+1)1(k)p(j+2)(i+1)(k)_p(/’JrZ)](k)p(j+1)(i+1)(k)’

4,00=,.,(p,.,, (% )

j=n-2,n-1,...,1,0, i=1,2,...
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Os elementos nao nulos pﬁ(k) e qj(k), j=n,n-
1,...,1,0,i=1,2,..., sdo polindmios em k. De acordo
com o Critério de Estabilidade de Routh, o nimero
de raizes de d(s,k) com parte real positiva ¢ igual ao
numero de mudancas de sinal na primeira coluna
da tabela de Routh. Entao, para um dado valor de
k=k , a condigdo necessaria € suficiente para que
todas as raizes de d(s,k ) tenham parte real negativa
¢ que todos os elementos a,(k ), j=n,n-1,...,1,0, da
primeira coluna da tabela de Routh apresentem o
mesmo sinal.

Em Teixeira, Assungdo ¢ Covacic (2007), foi
proposto um método para a determinagdo da faixa
de valores de k¥ € R tais que todas as raizes de
d(s,k) apresentem parte real negativa, a partir das
raizes reais dos termos Py j=n,... 1,0, da primeira
coluna da tabela de Routh. Este método ¢ descrito
a seguir.

Sejam Zp Zyy Zyeew Z,; @S TaiZes reais de P,k
e qj(k), tais que 2,<2,<2,<...<z, , sendo as raizes
repetidas consideradas somente uma vez, / j o
numero de raizes reais distintas de pﬂ(k) e qj(k) e
j=nn-1,...,1,0. Note que o sinal de aﬂ(k) pode
mudar, em fungdo de ¥ € R, somente nas raizes
reais de pﬂ(k) e qk), para k=zjl_, i=1,2,...,0].
Nos intervalos entre essas raizes, definidos por
z/.l.<k<zj o Para i=1,2,...,lj_ " k<zj1 e k>zﬂj, o sinal
de a, (k) € constante.

Analisando todos os elementos na primeira
coluna da tabela de Routh, a variagdo de sinal
ocorre somente nas raizes dos termos p; (k) e qjﬂc),
j=n,n-1,...,1,0. Note, em (3), (4) e (5), que q,(k) e
q,,,(k) ndo possuem raizes e que as raizes de qjﬂc),
j=0,1,2,...,n-2, sdo também raizes de Pui®. p,.
2:1(K).... p,(k). Portanto, basta considerar somente
as raizes de p, (k), p(n_w(k),..., P, (k).

Sejam z, z,, z,,..., z, as raizes reais de todos os
termos pjl(k),j=n,n-1,...,1,0, tais que z,<z,<z,<...
<z, sendo as raizes repetidas consideradas somente
uma vez, € sendo / o numero de raizes reais distintas
de todos os termos pﬂ(k) na primeira coluna da
tabela de Routh. Nos intervalos entre essas raizes,
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os sinais de todos os elementos da primeira coluna
sao constantes. Entdo, para a analisar a estabilidade
do sistema, basta considerar um ponto de cada
intervalo, de acordo com Figura 1.

Seja k=m_ um ponto qualquer do intervalo /.. Se
todos os termos a,(m), j=nn-1,....1,0, na primeira
coluna da tabela de Routh, apresentam o mesmo
sinal, entdo todas as raizes de d(s,m) apresentam
parte real negativa e, assim, o sistema € estavel para
qualquer valor de & no intervalo /. Se o sistema €
instavel para todos os pontos m, i=1,2,...,l, entdo
o sistema ¢ instavel para qualquer valor de k£ e o
problema de estabilizagdo de malha fechada nao
tem solucdo.

Observacio 1. (TEIXEIRA; ASSUNCAO;
COVACIC, 2007) Uma possivel escolha dos pontos
m, é dada abaixo:

Analise da estabilidade de sistemas incertos

O método apresentado na se¢do anterior € Util na
analise da estabilidade de sistemas incertos como o
sistema definido por:

dx(0)/di=Ax(t)=(A,+0AA)x (1), (6)

sendo 4, e Ade R » matrizes conhecidas e ae R
um parametro desconhecido.

A condigdo necessaria e suficiente para a
estabilidade assintotica do sistema (6) € que todos
os autovalores de 4=4,+0A4 possuam parte real
negativa. Os autovalores de 4 sdo os valores de se C
tais que:

d(s,0) = det(sI-A) = det(sI-A -0A4)=0.  (7)

— 2z, zez =0,
o -1, sez =0, O polindmio caracteristico d(s,0) pode ser
2s 4 201 determinado pelos Lemas 1 e 2, propostos em
my = % 1=1,2,...,01—1, (TEIXEIRA; MARCHESI; ASSUNCAO, 2001):
| 2z, sez =0,
=1, se z; = 0.
I(] Il I2 I(lfl) Il
mo % my 29 mao 23 Z(l_l)m(l—l) 2 my k

Figural. Intervalos entre as raizes reais dos termos da primeira coluna.

Semina: Ciéncias Exatas e Tecnolégicas, Londring, v. 29, n. 2, p.
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Lema 1. (TEIXEIRA; MARCHESI; ASSUNCAO,
2001) Considere a matriz M(3)e R™™ dada por
M(@) =06,M+...+6 M . As matrizes M, i=1,...,n,
podem ser decompostas da seguinte forma:

— —

i
s

ﬂ-f,_;_ - . )

——

o Tha

B i i

Assim, o determinante de M(5), indicado por
|M(3)|, pode ser determinado por:

gyl

dgy2

Zﬂ:ﬁal---ﬁsm

am=1

M@= - (8)
=21=1

Aa, m

Lema 2. (TEIXEIRA; MARCHESI; ASSUNCAO,
2001) Considere a seguinte matriz Me R™":

ML e Mg

;u _ Tigq Moo Moy

Mypl  Mpo My

10 0 0 0 1

00 0 0 0 1
=my R B R ol P

00 0 0 0 1
e defina:

h,, = [ hs;,l by i by

=[00 1 0-:0],i=

Entdo, o determinante de M pode ser descrito
por:

. he,

2

sy =1
ER== T P |

|_.11r|=zn: Zn:

s1=1 sg—i
a7y

M1,e """ Mn,a,

‘- )

fie,

Obtido o polindmio caracteristico d(s,o,), através
dos Lemas 1 e 2, a faixa de valores de o para os
quais o sistema (6) é estavel pode ser determinada
através do método proposto na secdo anterior.

Observacao 2. Na expressdo de d(s,o.), o coeficiente
de s" é constante e igual a 1. Logo, o grau de d(s,a)
¢ igual a n, para qualquer valor de a.e R.

Observacao 3. Do Lema 1 e de (7), note que sl-
AO—OLAA=61M1+62M2+83M3, sendo que 61:& 62=1,
63:oc, M=, M,=-A, e M,=-AA. Assim, det(sI-Ao—
aAA) pode ser obtido utilizando-se (8).

Observacio 4. Note que as matrizes [h_ ... h_ ]
T em (9) sdo independentes de s e o. e suas linhas
correspondem as linhas da matriz identidade,
ordenadas de maneiras diferentes. Logo, os
determinantes dessas matrizes sdo iguais a 1 ou
—1. Assim, o polinémio caracteristico d(s,0,) pode
ser obtido facilmente e sem a utiliza¢do de cdlculos
simbolicos, que requerem um grande esfor¢o

computacional.

da estabilidade
realimentagdo negativa

Analise de sistemas com

O método proposto nesta se¢ao também pode ser
utilizado para a analise da estabilidade de sistemas
com realimentagdo negativa da saida, como o
sistema indicado na Figura 2, com K=kl.

o i—Ac+Ba] Y0

y=Cx

K

A

Figura 2. Sistema com realimentagdo negativa.
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Considere a planta definida por (10):

dx(0)/dt=Ax(t)+Bu(t),

yO=Cx(), (10

sendo Ae R, Be R™" Ce R™" e alei de controle
u(t) dada por:

u(t)=-Ky(1)+r(1), (11)
com K=kI. Entdo, o sistema realimentado
{A-BKC,B,C} da Figura 2 ¢ definido por (12):

dx(t)/dt=(A-BKC)x(t)+Br(t)= (12)

= (A-kBC)x(t)+Br(t).

O sistema (12) é estavel se e somente se todos os
autovalores da matriz caracteristica (4-kBC) tiverem
parte real negativa. Os autovalores de (4-kBC) sdo
os valores de se C tais que:

d(s,k) = det(sI-(4-kBC)) = det(sI-A+kBC).

A faixa de estabilidade do sistema pode
ser determinada de forma analoga a andlise da
estabilidade de sistemas incertos proposta nesta
sec¢do, considerando, neste caso, 4 =4, AA=-BC ¢
o=k.

Exemplos
Exemplo 1

Considere o sistema incerto definido por (6),
com:

] (13)

A matriz do sistema A=4,+0AA4 € dada por:

0 1 0
A= 0 0 1
—1+a -2 —« -1+

e o polinémio caracteristico, calculado por meio dos
Lemas 1 e 2 ¢ da Observagao 3, é:

d(s,0)=s’+(1-0)s*+(2+a)s+(1-o).

Os valores de o que tornam estavel o sistema
incerto (6), com as matrizes 4 e A4 dadas em (13),
sdo determinados através do Critério de Estabilidade
de Routh, com a tabela abaixo:

3 (- — Paiia) ( _ paz(o)
s asjloa) = —— agalo) = ——
ale) = Tay el ) asla)
2 Fah — Paila) ( _ Paoslo)
(o) = —— | = e
ST ente) =g G2 (@) = Gala)
1 oo Pl
(o) = =/——L
8 ania) qi(a)
SD Pol e

agi(a) = £
qoi o)

cujos termos pﬁ(oc) e q/.(oc), j=3,2,1,0, i=1,2, sdo
dados na Tabela 2.
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Tabela 2. Termos da Tabela de Routh para o Exemplo 1.

J pitlee) piala) | gila)
3 1 24 a 1
2 1— o 1 —«a 1
1 1 —af 0 1—a
0l1—a—a®+a* 0 1—a?

Tabela 4. Valores numéricos dos termos ajl(k) para os
pontos escolhidos dos intervalos.

As raizes reais dos termos p, (o), na primeira
coluna da tabela de Routh, sdo dadas na Tabela 3.

Tabela 3. Raizes reais dos termos p, ().

7 Raizes reais de p;1(a)

3 =

2 i =1

1 1=—-Lz;p=1

0| zn=—-Lzgg=1Llzpa=1

Assim, as raizes reais dos termos pﬂ(oc), na
primeira coluna da tabela de Routh, em ordem
crescente, sem repeticao, sao:

z=1, z=L

As raizes acima dividlem o conjunto dos
nimeros reais em trés intervalos. Para a analise da
estabilidade do sistema, basta analisar um ponto de
cada intervalo, conforme a Figura 1. De acordo com
a Observagao 1, os pontos escolhidos sdo:

m0=—2, m =0, m,=2.

Para os pontos acima, os valores numéricos dos
termos da primeira coluna da tabela de Routh sdo
dados na Tabela 4.

1 0 1 2
Intervalo | k<—1 | —1<k<1 | k>1
m; -2 0 2
agl(mi) 1 1 1
az1 (m;) 3 1 —1
all(mi) -3 1 3
a(n(mi) -9 1 3

Na Tabela 4, observa-se que o sistema ¢ estavel
somente no intervalo /,. Entdo, os valores de o para
0s quais o sistema ¢ estavel pertencem ao intervalo:

—I<o<].

Exemplo 2

Considere o sistema incerto definido por (6),
com:

1 0 0 0
0 -2 0 0
Ad=1149 o 3 o
00 0 4 ”
o0 1 0 1 (14)
0.5 0 05 0
ad=1 15 4 1 9
0 2 0 -1

—1 o 0 ot
A— 0,600 =2 0, Hex 0
o 2o 0 -3+ 0
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e o polindmio caracteristico, calculado através dos
Lemas 1 e 2 ¢ da Observacao 3, ¢:

d(s,0) = s*+10s*+(35-0-1,50°)s°+(50-30-6,50°)s
+(24-20-807-0,50°+0,50.%).

Os valores de o que tornam estavel o sistema
incerto (6), com as matrizes 4 e A4 dadas em (14),
sdo determinados pelo Critério de Estabilidade de
Routh, como discutido no Exemplo 1. A solugdo do
problema para o Exemplo 2 ¢:

—2,8996<0.<1,6661.

Exemplo 3

Considere o sistema realimentado {4-BKC,B,C}
definido por (12), com:

A:[_Dl _1}} B:{H.C:[D.u& 1]. (15)

A matriz do sistema de malha fechada A-BKC ¢
dada por:

0 1
A—kBC = { ~1-0,98k —2—k ] ‘
e o polindmio caracteristico, calculado através dos
Lemas 1 e 2, de acordo com a Subsecdo 3.1, é:

d(s,k)=s*+ (2 + k)s + (1 +0,98k).

Os valores de k que tornam estavel o sistema
realimentado {4-BKC,B,C} definido por (12), com
as matrizes 4, B e C dadas em (15), sdo determinados
pelo Critério de Estabilidade de Routh, como
discutido no Exemplo 1. A solugdo do problema
para o Exemplo 3 é:

k>-1,0204

Conclusoes

Em (TEIXEIRA; ASSUNCAO; COVACIC,
2007), foi proposto um método para a determinacgao
da faixa de valores de um pardmetro k& € R tal que
todas as raizes de um polinémio d(s, k) possuam parte
real negativa, com base no Critério de Estabilidade
de Routh. Neste trabalho, este método foi utilizado
para a analise da estabilidade de sistemas incertos
dx(t)/dt=(A4,+0AA4)x(t) em fungdo do pardmetro o.
O método também pode ser aplicado em sistemas
realimentados dx(t)/dt=(A-BKC)x(t), com K=klI,
cuja analise da estabilidade ¢ analoga a analise
da estabilidade de sistemas incertos. O método ¢
simples e fornece a solugdo necessaria e suficiente
para o problema, pela analise de um conjunto finito
de casos, explicitamente definidos no método.
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