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RESUMO

Consideramos duas maneiras distintas de introduzir graus de liberdade de natureza elastica no modelo de Ising unidi-
mensional. Levando em conta apenas o efeito médio das vibragbes elasticas, o hamiltoniano efetivo de spin no ensemble
das pressdes apresenta interacBes de longo alcance, dando origem a transicdes de primeira ordem. Flutuacfes locais das po-
sicbes cristalinas, no entanto, produzem um hamiltoniano efetivo com interacBes de curto alcance, sem qualquer anomalia

termodindmica em uma dimensao.

PALAVRAS-CHAVE: Modelo de Ising; Vibragdes elasticas, hamiltoniano efetivo de spin, Ensemble das presses; interacOes
de longo alcance, transicBes de primeira ordem, interaces de curto alcance.

1 - INTRODUCAO

O modelo de Ising do ferromagnetismo, introduzido
por Lenz e Ising na década de vinte, tem sido objeto de ind-
meros estudos® % Trata-se de um problema estatistico de
muitos corpos interagentes, razoavelmente simples mas
absolutamente néo trivial, dando origem a um comporta-
mento termodindmico de grande riqueza Usualmente o
modelo é definido pelo hamiltoniano.
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onde J é vm pardmetro positivo, 0;= * 1 ¢ a varidvel de spin
associada ao sitio i de uma rede cristalina, h € o campo
magnético aplicado em unidades convenientes ¢ N € 0 nu-
mero de sitios. A primeira soma — que contém os termos
nio triviais de interagdo — & efetuada sobre todos os pares
de sitios vizinhos mais préximos. A segunda soma, sobre
todos os sitios, constitui a parte livre, trivial, que represen-
ta a interagdo entre o campo magnético e os spins. O termo
de intera¢ao spin-spin, I de curto alcance e natureza cou-
lombiana, & explicado através do mecanismo quintico de
justaposi¢do ¢ intercdmbio de fungdes de onda eletronicas.

Resolver o modelo de Ising consiste em calcular a
funcio de particdo candnica.
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onde a soma é sobre todas as configuragdes de spins,

) = {Ul, 0y 03, . y ON- ﬁ?= (KBT)_I) Kg¢a
constante de Boltzmann e T a temperatnra absoluta. O
comportamento termodindmico do sistema estd contido
na energia livre por spin.
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Evidentemente, qualquer anomalia ou singularidade s
aparece no limite termodinamico (N — ), pois a fungdo
de partiz3o € uma soma bem comportada de fungBes ex-
ponenciais de T ¢ h. Em vwma dimnesdo o modelo foi resol-
vido exatamente por Ising em 1925, A energia livre € uma
func¢io analitica de T e h, n#o apresentando nenhuma anao-
malia termodindmica. A magnetizagio por spin, m (T.h)=
— , tende a zero para h — o, indicando a inexisténcia de
ferromagnetismo. Em duas dimensdes, no entanto, é pos
sivel provar a existéncia de magnetizacio espontinea para
temperaturas suficientemente baixas. Em 1944 Onsager
publicou a sua famosa solugdo do modelo de Ising bidi-
mensional, em campo nulo, mostrando que o calor espe-
cifico apresenta uma divergéncia logaritmica numa deter-
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minada temperatura critica * * 3. Na presenca de um
campo, bem como em trés dimensdes, ndo ha solugbes
exatas, mas existem excelentes esquemas de aproximagcao,
inclusive as modernas técnicas do grupo de renormaliza-
¢do, que nos permitem conhecer muito bem as caracteris-
ticas do comportamento termodindmico do modelo. Atual-
mente as anomalias das diversas grandezas termodinamicas
sdo caracterizadas por certos numeros, denominados ex-
poentes criticos, que assumem valores universais, depen-
dendo de poucos aspectos dos sistemas fisicos > 3 *.
Esta universalidade dos expoentes criticos tem acentuado
a importancia de sistemas simples, como o modelo de
Ising, cujos expoentes correspondem a situacoes de interes-
se experimental.

Héa muitas tentativas de introduzir graus de liberdade
adicionais no contexto do modelo magnético de Ising.
Por exemplo, pode-se pensar na introdugcdo de impurezas
ou de interacdes adicionais, de natureza competitiva. No
presente trabalho vamos considerar um modelo de lIsing
ferromagnético, em uma dimensdo, na presenca de graus
de liberdade de caréter elastico, representados pelas vi-
bracdes da rede cristalina®. Ha vérias maneiras de introdu-
Zir os efeitos das vibragdes elasticas®. Podemos, por exem-
plo, supor que o parédmetro J sga uma funcdo do espaga-
mento médio entre os sitios da rede. Este modelo eléstico
de campo médio exibe uma transicdo de primeira ordem
mesmo no caso unidimensional. Por outro lado, podemos
levar em conta os efeitos locais das vibragcbes cristalinas,
considerando o parédmetro J como uma funcdo local do
espacamento entre os sitios. Este modelo de Ising com
flutuagBes elasticas locais ndo exibe qualquer tipo de
anomalia termodinamica em uma dimensdo®. Na Secgdo
I, a titulo de ilustracdo vamos apresentar a solucdo exata
do modelo de lIsing rigido em uma dimensdo, através da
técnica da matriz de transferéncia™ 2. Na Seccéo Il vamos
definir e resolver exatamente o modelo eléastico de campo
médio. Finalmente, na Seccdo |V, vamos mostrar que as
flutuacGes elasticas locais, em uma dimensdo, destroem
a transicdo de primeira ordem. Os modelos de Ising
compressiveis podem, portanto, apresentar um compor-
tamento critico radicalmente diferente dependendo da for-
ma como s&o tratadas as vibragbes da rede cristalina.

2 - 0 MODELO DE ISING UNIDIMENSIONAL

Em uma dimensdo o modelo de Ising é definido pelo
hamiltoniano.

M ™
H = — 7 o (=4 —_ h o »
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onde estamos adotando a condi¢do periddica de contomo
oN+i~ ;- A fungdo candnica de parti¢@o pode ser escrita
como

Semina, 10(4):262-266, 1989

< .Z l"Mp[ f?—Tz O i ?Z(ai -i-a_“‘)] -

onde

<o
c2.22
N
=), Moo,
ims L it
O DOy
cC2.3
£h
Ta_.ar_ - = ¥ [ﬁJaiai_“ v 5 <0i * art"‘)]
L 9 L

A funcdo de partic@o pode entdo ser interpretada como o
trago do produto de N matrizes idénticas, de ordem 2X2,
cujo elemento genérico ¢ dado pela equacdo (2.3). Assim
temos

-
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onde os autovalores da matriz T sfo dados por

c2.8

12
A =e"chpn ¢ [-Emch"ﬁh - 2 sh am] .

Como A] >Ny, exceto para T =h = 0, temos
c2.82

i 1
gCT.h)=-—% 1imnln2 =—7;1n1\‘.
H—boD

que é uma fungdo analitica de T e h. A magnetizagdo por
spin é dada por
2.7
- m 4-2 .
shimh + .)q:u(—lﬂ.‘l)]

m CT,hd = — 38 = [
Portanto, m(T,h = Q) = 0, indicando a inexisténcia de mag-
netizag@o espontinea. Em campo nulo, temos

2.8

gCT.htO)*—% In (2 ch BJ ) ,

que é uma fun¢do bem comportada para temperaturas {i-
nitas.

3 — 0 MODELO ELASTICO DE CAMPO MEDIO

O modelo eldstico de campo médio ¢ definido pelo
hamiltoniano

H -JCaDZa_a — hZa
M i L+ d L

i i

c3.12
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onde, por simplicidade, ¢ (a) é uma fungdo quadrética e
J(a) é uma funcdio linear do espagamento interatomico
médio a. Vamos entdo definir
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onde 5 ,, Jo e J1 sdo parametros quaisquer, mas ¢ 5 e a,
sdo parametros estritamente positivos.
No ensemble canonico temos
2CT,a,h,ND> =

z -:u:p[ ﬂJCa)E O Tns T (:lhz o, o= ﬁN¢Ca)]
<o *

Para analisar a possivel ocorréncia de uma transigio de
fases, € muito mais interessante trabalhar no ensemble em
que as varidveis termodindmicas independentes tenham um
cardter intensivo, isto &, sejam campos, como a tempera-
tura, o campo magnético ou a pressdo. Quando duas fases
termodinimicas coexistem, os campos sdo idénticos, embo-
ra as densidades sejam diferentes em cada fase. Vamos en-
tdo passar para o ensemble das presstes, dado pela funcio
de partigio.

C3. 4>

e 3.8

v CT.pshsND = 'IA.)“— ﬂpNa)ZCT.l.h.N)dCHa).

Para N grande, a integragdo no espagamento a se reduz i
consideragio de uma mera forma gaussiana. Entio podemos
escrever

c3.82

¥ = expl — ANg CT.p3] Z
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onde go(T.p) é uma fung¢do suave, ¢ o hamiltoniano efetivo
no ensemble das presstes é dado por

Hoe ™

exp C -r!l-i.").
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Qualquer anomalia termodindmica serd, portanto, detec-
tada através de uma andlise deste hamiltoniano efetivo de
spin.

Para estudar a fun¢fo de parti¢do associada ao hamil-
toniano efetivo de spin, vamos utilizar a identidade gaus-
siana

a =
oSm L fert I ax. ca®
Yn -®
EntSoc temcs
+ 00 _“'
axpl — > dx &
Z ﬂH." ~_r, c3.@

Lo>

Yool 50 T =3 -
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A campo nulo, utilizando os resultados da Secgéo anterior,
temos

€3.100
4+ QD
m -0
<O
onde €3.11>

N
Z’C K-") = { 2 ch K.")

€ a fun¢d@o de particdo de um modelo de Ising unidimensio-
nal rigido com o acoplamento efetivo

J‘p {?J: ir2
—_— 2% . c3.120
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Introduzindo a nova varidvel y, definida pela rela¢do

m: ]m_ 6I;
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T et o1, m
42 +00
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Fixados T e p, os extremos de g(y) serdo dados pela famosa
cquicdo de campo médio

JI

y=t.gh[ﬁl(_7 "'J¢ )+B— ] C3.163
2 z
2 i 2]0
Para p = j‘l , sempre existe uma solug¢do y = 0. No
2

entanto, para | . 5 .
x P b > 1, podem existir também duas outras

solugbes * y, ¥ O, que acabam correspondendo aos
minimos de g(y). Esta andlise nos conduz ao diagrama de
fases da Fig. 1, onde a linha de transicdes de primeira or-

@230
dem termina no ponto critico, dado por P, = i e
2
J‘_.
KgTo- 1 .
t'f.: 2
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4 — MODELO DE ISING COM FLUTUACOES ELASTI-
CAS LOCAIS

0O modelo clistico de campo médio certamente estd
sujeito a criticas por inibir as flutuagSes microscépicas das
posicies dos silios da rede cristaliana. Incluindo explici-
tamente estas flutuacdes locais, vamos considerar o hamil-
toniano.

C4.1D
N N
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onde x; designa a posi¢Zo do i-¢simo sitio da rede unidi-
mensional ¢ p (%) e J(x) sdo definidos novamente pelas
equagdes (3.2) e (3.3).

A fung¢io de parti¢io candnica pode ser escrita como

2CT,a,ND = [“ Id:-ci]z expl{ — AH ), C4.25

<>

onde xp 4 j € Xj sdo fixos, ¢ 0 comprimento Na € dado por

N
=2 = > - 3 J.
Bt I8 xH+i xs 5 ( i+ 4 \.)
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No ensemble das pressdes temos
® —ppNa
¥CT.p.MD = [ @ PPN T a,. NDdCNad.  C4.4D
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Levando em conta a equacdo (4.3). podemos escrever
= (o fe) Y o {3 o e
* L0 i=a

- ﬁ“xl.d-!_ xi.)_ ﬁp{xi.-l-!._ xi.)]} E
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onde x; permanece fixo, mas a integra¢do deve ser efetua-
da também sobre xp + ;- Fazendo a mudanga de varidveis

Hiws — T Vi <4.00
temos
YCT.p.ND) = dy.
P [ l..,"r y‘] Cd.

Y o [p10, 00000, AL - ﬂpvm]}
£

O problema agora se reduz 2 solugdo de um conjunto de
integrais paussianas independentes. E ficil mosfrar que

MCT.p. N2 = C4.9)

-xp [—- "M EQ(T-P)] Z op (-2 H D
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onde g,(T, p) é uma fungdo bem comportada ¢ o hamilto-
niano efetivo de spin no ensemble das pressdes é dado por

C4e.Q0
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Como vimos na Seccéo |I, este hamiltoniano ndo conduz
a qualquer tipo de anomalia termodinamica®?. Neste caso,
as vibracbes da rede apenas contribuem para modificar o
valor do parédmetro de intercambio.

5 - CONCLUSOES

Consideramos duas maneiras distintas de introduzir
graus de liberdade eléasticos no modelo de Ising unidimen-
sional. No modelo elastico médio as flutuagdes microsco-
picas de posicdo sdo totalmente ignoradas. No ensemble
das pressbes, encontramos um hamiltoniano efetivo envol-
vedo interacdes de quatro spins, de longo alcance, que aca-
bam produzindo no diagrama de fases T-p uma linha de
transicbes de primeira ordem. Num modelo mais reais
tico, levando em conta as flutuacGes locais das posicbes atod-
micas, encontramos no ensemble das pressbes de hamilto-
niano efetivo com interacBes spin-spin de curto alcance
gue ndo conduz a nenhuma anomalia termodinamica.
N&o é dificil generalizar o estudo destes modelos para duas
ou trés dimensbes. No entanto, fica muito complicado con-
siderar o0 modelo bi ou tridimensional com a inclusdo de
flutuacdes elésticas locais de cisalhamento.
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ABSTRACT

We consider two distinct ways of introducing elastic degrees of freedom in the one-dimensional Ising model. Tuking
into account the average effect of elastic vibrations, the effective spin hamiltonian in the pressure ensemble diplays long-
range interactions which give rise to a first-order phase transition. ffowever, local fluctuations of the crystalline positions
lead to an effective spin hamiltonian with short-range interactions and without any thermodynamic anomaly in one

dimension.

KEY WORDS: Ising model; Elastic vibrations; Effective spin hamiltonian; Pressure ensemble; Short-range interactions; Firsi-
order phase transitions; Long-range interactions.
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