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RESUMO

Calculamos os indices dos subgrupos congruentes Si,(D1), Gl (DI, Sp, DI} e So,(DI} dos grupos linear

especial  SL{D), linear geral Gl,(D), simplético

SpufD) e ortogonal  SopfD),  respectivamente. Aqui 1

€ um ideal de D, anel dos inteiros de um corpo global K. O grupo ortogonal So, (D) é tratado

o
sob a forma quadrdtica, definida por

Iy

I

Por motivos técnicos, no processo de indugdo do

e

caso Orroéonal,- pera n = 2 todos os ideais de D sdo supostos principais. Estudamos, também, a aplicacdo projegdo de Sl,{D),
Gl D), SpufD) e So,{D) aos grupos correspondentes, Sl,{DfI), Gl (D/I), Sp,(D/I) e Son(D}I), definidos sobre o anel quo-
ciente D/I Simultaneamente, obtemos um conjunto de geradores para cada um dos grupos.

PALAVRAS-CHAVE: Grupos e Anéis, Corpo Global; Teoria de Congruéncias de matrizes; Algebra Linear em Dominios de
Integridade.

1 — INTRODUCAO € Oeem Fq[t], no caso contrdrio. E fato que Ix=Dé
’ dominio de integridade e que qualquer ideal nao-triviai,
diferente de D e {0}, é produto finito tinico, a menos de
ordem, dos ideais primos. Em D (Sy, . . . 8, a1, ... a) pa-
rar+ t 21, significa 0 minimo ideal contendo subconjun-
tos 8y, ... , 8; de D ¢ clementos 3], ..., a; de D. Se Hé
um subgrupo do grupo G, [G:H] significa o indice de H em
G. A mesma notagio permanece no caso de I ser ideal de
D. Acontece que se I € um ideal nfo-nulo de D, entio

Seja F,[t], o anel dos polindmios sobre ¢ corpo finito
Fq, com q clementos ¢ K um corpo global, isto &, uma
extens3o finita do corpo dos raciomais Q ou do Fq(t),
corpo quociente de Fglt]. O anel dos inteiros Iy de K
consiste dagueles elementos = de K que satisfaz aj + a;=
+...+c«l = 0 paraalgumn 21,comag,...,a,_ | em
Z. conjunto dos inteiros, se a caracteristica de K, ch{K),

? Depto. de Matematica — CCE ! Universidade Estadual de Londrina.

249



MENDONCA & SHARMA

[D:I] € finito e [D:Iy ] = (DA ] . [Did3] se (Iy, Ip) = (1).

Seja K um corpo global e Iy = D o anel dos inteiros
de K. My, ,(d) é o conjunto das matrizes A = (31) do
tipo n x n com a; € D. Se 1, e O representam a matnz
identidade ¢ a matriz nula, respectwarnente do tiponxn,

define-se Iy, =

Consideremos G um dos seguintes grupos cldssicos:

Linear Especial: SI, (D) =
Linear Geral: Gl,(D) =
comAB=1I; ,
Simplético: Sp (D)= A€ MZn 9 (D) : AlI dA=Ig e
Ortogonal: Sop (D)= A €Msy, 21 (D) : AtJ" A= J

(Veja Weil [12], para mais detalhes).

A€M, (D) :detA=1
A €My (D) B €M, (D)

Para uwm ideal 1 de D, matrizes A = (al JeB = (bu)
do tipo m xn, sobre D, entdo A =B (mod 1) se, e somente
s, a4 € 1. Consideremos os subgrupos congruentes:

Sl,(DD)= AES,(D): A=, (mod T}
Glh(D.D)= A€GL(D): A=, (mod [)
Spa(D.)= A €8p, (M : A=T, (mod ) , ¢
Sop(D,1) = A €80,(D): A=1y, (mod I)

Em virtude das aplicagGes na aritmética analitica,
veja Gunning [4] e Ogg [10], ¢ importante calcular os indi-
ces de Slp(D,I), Gly(D,I), Sp,(D,D e So,(D,I) em SI,,(D),
Gl;(D), Sp,(D) e So,(D), respectivamente, se I é ndo tri-
vial, que € um dos objetivos deste trabalho. O caso em que.
K ¢ o corpo dos ntimeros racionais foi tratados por Ksecher
[6]. Para o tratamento de casos especiais dos grupos linear
especial e simplético, remetemos a Newman [9].

Em cada caso, este problema é reduzido, a determinar
uma condi¢ip necessdria e suficiente para que uma coluna
do tipo préprio sobre D, seja igual 4 primeira coluna de
algum elemento do grupo. Depois temos que contar quantas
colunas, incongruentes modulo I, sujeitas 4 esta condicfo
j4 obtida. Além disso para cada uma dessas colunas preci-
samos contar quantos elementos incongruéntes maédulo
1 o grupo possui. Por razdes técnicas, todos os ideais de
D sdo, no caso do grupo ortogonal, ¢ n = 2, supostos prin-
cipais.

Ao mesmo tempo, ¢ interessante estudar a aplicagfo
proje¢io dos grupos Slp{(D), Gl (D), Spy(D) e So, (D)
nos grupos correspondentes S1,(D/T), Gl,(D/I), Sp(D/I) ¢
So,(DfI), definidos sobre o anel quociente D/I. Nem sem-
pre estas projecdes sdc sobrejetoras. Mais precisamente,
isto s ocorre no caso dos grupos Sl,(D) e Sp,(D). Para
casos especiais do grupo SI (D), veja Wit [13]. Simulta-
neamente, determinamos um conjunto de geradores de cada
8rupo.

As notagdes usadas sio de acordo com o Herstein
[5] e Lang [7]. Caso o leitor queira mais detalhes sobre
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assunto pode utilizar como referencia Viswanathan [11]
para a teoria de congruéncias, Cassels-Frohlich [2] para cor-
pos globais e Endler [3] e Atiyah-MacDonald [1] para ideais
em Iy.

A maior parte deste trabalho serviu como tese de
mestrado para o primeiro autor sob orientagdo do segundo
autor. Queremos, nesta oportunidade agradecer o apoio
que a Coordenadoria de Pesquisa e Pés-Graduacio da UEL
nos dispensou durante o desenvolvimento do trabalho e
também ao Departamento de Matemdtica da UEL que nos
incentivou nesta realizagdo.,

2 —GRUPO LINEAR ESPECIAL

Nosso principal interesse é calcular o indice 1 2D
= [SI,(D):S1,(D,D ]t no caso em que D = Ik, para algum
corpo global K. Caso 1 + I ¢ trivial, pois Sl,(D) = Sl,(D,1),
isto ¢, 14(1) = 1, para qualquer n. Daqui para a frane
sempre 1 < L Observemos que, se A, B« SI,,(D), AB—
SIL(D) se, e somente se, AB—1 =1, (mod 1), isto é A = B
(_mod D). Para calcular 1,(T), prcci:samos contar o pumero
das matrizes de Sl,,(D) incongruentes médulo I.

Proposicdo 1.1. Se X = icoma €D,

3n

en 2 2,entdo existe uma matriz A & S1,(D), com primei-

ra coluna de A igual X se, ¢ somente se,

(a, . .. ,a)=(),

Prova: Cason = 2 ¢ trmal Para o caso geral precisa-
mos do seguinte;

Lema 1.1.1.Sen 22, X = .3 €D,

4p

tal que (7, . »2p) = (1), entdo existem em Sl,(D)
matrizes elementares Ejf, . . Ep, tais que

r— al - "-al‘-—

a7 : a3

E ... F. . = .

| %n_ | _
com (a7, a5) = (1).

Seja By, = E . . . Ey.Ej, que pertence SL (D).
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KEdEe b e ;o vmmers
.- ag
Seja Xy =BX= : _,
o | 5

sabemos que (a; a5) = (1), entdo existem z e t, tais que

al' 1 g g'- i

I
ot

det
aj z

e teremos em Sl (D) a matriz By com a primeira coluna
X, onde

A O LT Y Y

- . - ! ':*E_‘f:" . ‘
ot 0 . 0 b
aj 4 0 L. 0
ag 0 1
Bl = - T - -
LY I .?, -
. 0 . 1
- an ’ - LR o Sa

T

A matriz requerida é B Bl :
Apresentaremos agora um resultado necessdrio para
o processo de contagem,
Proposi¢do 1.2. Seja (aj, « s ag, D) = (D), para
n = 2, entdoexistem yy, . . . ,¥p €1, tais que

(@ +yy, ... ,ap+yy))=0.

Proposi¢io 1.3. Seja n = 2 e I um ideal do domi-
nic D, Entfo o nlmero de n-uplas {3, . . . . , a,), com
s3€D,e(a, . . . ,ay I)=() incongruentes méduio I &

T Gy .oy,
[D.P 1. seI="l:iTP-mjc0mmj;31

onde %
omo consequencla zmedaata da proposi¢io 1.2 ¢
da proposi¢io 1.3 temos:
Coroldrio 1.3.1. Sejan = 2e]um1dealemD En-
10 o nmero de n-uplas (a, . . sap)ecom(ay, . . . ,ay)=
(1) incongruentes modulo I é

Proposi¢io 1.4. Sejan = 2,

I L - ¥
0 "'
XI = - d = ":-
" r £
H ¥
_— € ; .
- _ - > ¥ e
0 : : . ; i
N R L P

esejasS= A € 8l,(D) : Xl ¢ala colunade A .EntioS
tem [ DI 0 .ln 1 matrizes incongruentes modulo 1.
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A prova desta proposi¢cdo é uma consequéncia imedia-
ta do lema que segue: _
Lema 14.1. Sen 2> 2¢ A €M, (D), entdo

Ly X, |

- “, H ri . " i
A= . i = Sln(D)
r'3} é-ﬂ‘!r :L‘ h: - .,;-"-'.' ~if 53‘ =G s " ?
5 N N s LR

E

se, e somente sé, Ae Sl I(D)- exs, .
Proposigdo 1.5. Sejam as colunas

. Xp €D

[ 1] b -al 1.: Eyet ;
0 _ ay
X =| - eXy = . , cmﬂ(al]. — ap)=(1)
_0 J T Lag

e se]am os conjuntos

S= A€Sl,(D):Xjéala.colunade A ,
e T= BESI(D):X;5¢6ala colunade B
Entdo existe uma bijegdo f :S —+ T tal que

- Rt

A1'= Ay (mod D) = f(A) =(Ag) (mod Iy ..

Assim, Se Ttém o mesmo nimero de matrizes incongruen-
tesmod . .
Para concluir a contagem do caso do grupo Si,(D),
¢ de muita utilidade a seguinte:

Proposicdo 1.6. Se f : S, (D) > 81,(D/D),

(> ()

entdo f & sobrejetora.

Coroldrio 1.6.1. Existe um isomorfismo

o . F:SL(D)SLD,D) - 8l (D/I)

RET - g

onde T ((c(A)). Aqui, c(A) = HA =BA:B GSIIL(D,I),
com H = Si,(D.,I) ¢ , ainda mais, T(A)= (au) se A = (au)
pertencer a Sl (D). _

Coroldrio 1.6.2. Sejam i@ = o Lw

- _ -
0 -
X = , X, = ’
l‘ 0 J _an J- Ve v __ﬁa_
com X = Xz (mod.T), .

S= AcSID): Xlé la.colunade A e
T= AES8I(D): X6 1a colunade A
Entiose AS T, existe Ao E Stal que A=Ay (mod. I)
Uma consequéncia do coroldrio 1.6.2. &
Coroldrio 1.6.3. Sejam
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] 4
% - 1%y e My, 1(D),
o dn
tais que
X=Xy @modDe(cy, ..., ep)=(dy,....dp) =),

81 = B€Sl,(D): X éa la. coluna de B
T = B&Slyp :5{2‘5 alacolunade B

Entio se B €T, existe By, € §; tal que B =B, (mod. I).
Teorema 1. (i) para n == 2, temos

H

5@ = (I~ T (oM 1, @)
onde

tn(® =[SIn(DYSy(D,D] E= T8 ™ e py = [DF}]
(ii) 1(1) = 1 para qualquer L

Prova: (i) £ uma consequéncia imediata do corold-
no 1.3.1, das proposigdes 1.4 e 1.5 e dos coroldrios 1.6.2.
e 1.6.3. (ii) E um caso particular, pois [ 2 | € SI (D) se, e
somenie se, a = 1.

Como consequéncia de nosso trabalho, apresentamos,
a seguir, resultado sobre um conjunto de geradores parz o
grupo 81, (D).

Froposiggo 1.7. Se n 2= 2, S1{D) é gerado pelo con-
junto S(n}, o qual consiste dos elementos do tipo Ei(ﬂl)Ei's
Eijéc), com ] =i < j<ne Slz(D). Aqui A em Slz(D})
¢ identificado em S1,,(D} como

e Eij’ Eij(c)s Ei(r.:) 8o matrizes elementares,
L ]
Corolario 1.7.1. Se n 2 2, Sty(D) é gerado pelo
subconjunto S(n), que consiste de Slx(D) e Ei(—l)Eij-
No caso em que D = Z, temos:
Proposigio 1.8, Slx(Z) é gerado pelo subconjunto
8(2) que consiste de E = El(_])eElg (1),

2 —GRUPO LINEAR GERAL
Nosso objetivo, novamente, € o de calcular o indice
(D} = [GI(D):Gl(D,I}] no caso em que D =1y para al-
gum corpo global.
ag

Proposigo 2.1. Se X = ;ecom g € I,
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com n 2> 2, entdo existe uma matriz A € Gl,(D) com a
prirneira coluna de A sendo’a coluna X se, e somente se,

@ - - e (D).

Proposicio 2.2. Sejan = 2,

o
0
Xl = 3
—0 ot
esejad= AEG(D): X éalacolunade A | entdo S

tem [D:I],_7.Jfi—1 matrizes incongruentes médulo 1.
A proposicdo 2.2. é conseqiiéncia imediata do
Lema2.2.1. Sejan > 2e AE M,_ n—1(D), entao

— -

X2 . .. X

Oi—
e = = e ——-
1

A € Gl,(D)

0

se, & somente se, A €Gl,__ (D), com x, . X, €D.
Como no caso do SI,(D), temos as duas proposigdes:
Proposigdo 2.3. Sejam as colunas

1 r'a] ]
0 32
X = eX2 = . ,
O ag

e sejam os conjuntos $ = A € Gl (D) : X & a 1a. colu-
nade A

e T= A€G(D):X5¢2 la colu-
nade A

Entdo existe uma bije¢do f : S = T ral que

Aj = Ajy (mod I) = f{A)) = f(A5) (mod I}

Para concluir a contagem no caso do Gl, (D), precisa-

nos
Proposigiio 2.4. Sejan 2 2,¢
- l = "o al -
0 a2
Xl = . » X2 = .
0 an
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com X} = X5 (mod I). Seja

S= A€Gl(D): X € la. colunade A

T= A €GI,(D):X5é la. coluna de A
entdo exisie Ag € T ¢ existe B, €8 tal que

A, = B, (modI).

Observemos que a analoga da proposigdo 1.7. ndo
é vilida no caso de GI (D). Mais precisamente, se 1 ¢ um
ideal do dominio D e A = (ﬁij) & Gl,,(D/1), nem sempre
existe A = (-'aij) em Gl (D) tal que (aij) = (5ij). A melhor
maneira ¢ dar exemplo:

Exemplo 1. Sejam D = Z = I, n =1 e 1= 10Z. Entao
(3) pertence aGl! (Z/10Z).Mas nio existe (a11) € G1(Z)
tal que (a11) = (3). pois para que (d11) € Gl{(D) é neces-
sdrioque aj; =lou—l,enem 1 = 3 (mod 10) nem —1 =
3 (mod 10).

Teorema 2. (i) Se n 22, entdo

19D = [DIP-L 77 @] _1)_(Pj)(mj—l).n.l "
onde 1 y(I) = [GI,,(D):Gl,(D,D)],
I= 'ITJ ij.le Pj= [D.‘Pj]
(i) h®= [U:Ug}, onde U é o grupo das unidades de D = I e
Ur=u&€U:u =1(modl)

Prova: (i) E consequéncia do coroldrio 1.3.1. e das
proposi¢ao 2.1 a 2.4. (ii) [u] pertence a Gl,(D) se, e somen-
te se, u € U. [u] € GI,(D.D) se, e somente se, u € Uj.
Agora (ii}) é trivial.

Analogamente ao caso de Sl,(D), temos

Proposi¢do 2.5. Se n = 2, Gl(D) é gerado pelos
elementos de S(n) que consiste de Ej;, Ej.y, com 1 <
i <j<n;e (u) parau = U e Sl5(D). Aqui Sl5(D) & iden-
tificado em Gl,(D) como

|=

1o

L)
o

A 0
,se n=2 e e(u) =

R O M —

o ¢

0 Ih o

1
1

3 — GRUPO SIMPLETICO

Indicaremos por Py(D) = [Sp,(D):Sp(D,D].
Proposi¢do 3.1. Seja

X1

Xn
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X = [ y1 7 uma 2n-coluna, com elementos de D

¥n
entdo existe uma matriz M & Sp,(D) com a primeira colu-

na X se, e somente se, (Xg, - s X V1o- - - oY) =

1)

Prova:
{ =) Se existe uma matriz M € Sp,(D), entdc M € Gly,

(D), implica que (x1, » Xp» Y15 > ¥)) = (1),
conforme estudo de Gl,(D).
( + ) E preciso provar

Lema 3.3.1. Sejam A, B, C, D, Ue V € Mn,n(D),
entio:

A B

(i) € Spy(D)
C D

a) A'C = CtA
se, ¢ somente se, {b) —CtB+AlD = | oy

¢)D'B =B'D
RS 0]
€ Spy,(Z) se, e somente se VUt = i,
| 0 v
@l 1, B|
€ Spy(D) se, e somente se, B = B
0 In
o U]
€ Sp,(D) se, e somente se, Uvta_ Iy
v 0.
® 1 0]
€ Sp,,(D) se, e somente se, B = Bt
B Iy
Voltando a prova da proposi¢io 3.1., temos:
Caso 1: (x;, . X)) =(1).
Ficil usando (ii} € (v)do lema 3.1.1.
Caso 2: (X1, - . . »X%p)} ¥ (L)
Subcaszo 1:n = 1. Precisamos do lema seguinte;
Lema 3.1.2.
a b

€ Spy(D) se, e somente se, ad —bc = 1.
d)
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Subcaso 2: n = 2. Para tratar este subcaso, que &
geral, precisamos do lema a seguir, que pode ser provado
usando o lema 3.1.1.

Lema 3.1.3. Sejan = 2e

= [XII. N A . yn]t €M2n,l(D)
com (X]: - - - »Xpa¥1s- - - - ¥p) = (1). Entdlo, existe A
€ Sp,(D) tal que
_Xi_
X
A X= com (Xf,. . . ,Xg) = (1)
Y1

Agora voltemos & demonsiragio da proposicao 3.1.
para o caso 2. Se n 2= 2 entdo pelo lema 3.1.3., existe A
em Sp,(D)} tal que

— —
s

X1

A]_X'_‘ Xﬁ ,Xn)ﬂ(l).

¥i

,com (X{, . ..

I_YI;
Pelo caso 1 desta proposigdo, existe A € Sp,(D)

com primeira coluna A1X. Assim AllA € Spn(D) com
primeira coluna igual 2 X.

Proposigdo 3.2. Sejan 2 2,
X;410...00...0%

eS= A G Spn(D) Xl éala.colunade A ,entfo S tem
{D: l] n—1 P —1 (1) matrizes incongruentes médulo L.

Prova: Para provar esta proposi¢io precisamos do

Lema 3.2.1. Sejam A, B,C,DE 'Mn,n(D), e

L R t1|t2 .ty
PRO U S o) — ————
0; t3

A=|. | A JB=| B .
A o
I |
0 Y
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Cc= b ,
A B
Entdo €Sp, (D) se, e somente, as seguintes
C D
condigbes s3o satisfeitas:
A B
(i) A matriz € Spp—1(®)
C D_

(i) wi=Liwy=. . .=w,=0

ny=0=. . .=u,
(i) zo w3 12

. =-A .=t

Zn ¥n ty
v [t2 gl =lts. . 5]l D— [wg. . .wglB

Agora pela defini¢fio, existern Py _q (I) matrizes
A B
em Sp,_1(D) incongruentes modulo 1.
C b
A
Para cada em Spy_1(D), médalo I,
C

existem [D:[]®—! incongruencias de cada [tg. . . .tgle
de [ws . . wp | Além disso, médulo I [z . . zn] e
fts . . . t,] ficam determinados por [wg . . X
[ts . . .t;] A B, CeD. Portanto S tem [D 2{]2(n il)

P, (D elementos incongruentes médulo 1.

Proposicio 3.3. Sejam

r--1 i i al_‘

aj

X1=| 0§, Xo= an
Q0 by

0 _bn
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tal que (a3,

da
S=AcSp,(D): X éalacalunade A
T= BE Spy(D) : Xy € ala colunade B

Entfo existe uma bijegdo f : 8 — T, tal que

» 8, By, . ., by)=(1). Seja, ain-

A= Ay(mod D) «f{A]) = f(Ay) (mod D)
Como no caso do S1,(D), temos:
Proposicio 3.4, Seja

f: Spp(D) = Sp,(D/1)
(@i —(ay)
Entdo f ¢ um homomorfismo do grupo Sp(D) em Sp,(D/I).
Além disso f sobrejetora.

A manegira de provar é por indu¢io matemdtica, com
validade para n = 1, sendo baseado no lema 3.1.2.

Corolirio 3.4.1. Existe um isomorfismo
f : Spp{D)/Sp,(D/I) = Sp,(D/D),

onde f{ cl(A) =A. Aqui,ci(A)=H.A.= BA:BEH ,
comH=Sp, (DNeA= (aij) e A= (aiJ) € Sp,(D).

Corolirin3.42.8¢ja n 2 Qe

— ]*1 — a] —
) . i)

Xl = 0 ' vxz_ an *
0 : 2+
0 - a’Zn

Com X = Xj (mod I). Seja, também,
S=A€Sp,(D):X|¢é1a.colunadeA ¢
T = A€ Sp,(D): Xy é la.coluna de A

Entdo se A € T,existe A; €EStalque A = A, (mod I).
Teorema 3.

(i) Paran 2 2, temos

vp(D = TT

(5 — DLppMi=D20 | [Daj2n-1)
Ps—1(D

(i) p1( = 1,(D)
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Prova: (i) E uma consequéncia das proposi¢des 3.2.,
3.3. e docoroldrios 1.3.1. 3.4.2..
(ii) Se n = 1, é consequéncia do fato que Spy(D) = S14(D).
Uma conseguéncia da demeonstragao da proposicdo
3.1.¢

Praposigio -3.5. Sp,(D) ¢ gerado pelo conjunto T (n),
que consiste de

u  ojfo ][1, B
i(S1,(D),

1 *

ouU-D [, of o I,

com B = B! & Mp o(D), U € G1,(D), e i € uma aplicagdo
definida como

i

o] 0

iy
1 -1 O

- .

o 0 a b

i(A)=10...0a)0 . . . b iseA~= € 814(D)

0! Q ¢ d

o .| '
i

4 n—1

¥ -

[} d |

en = 2. i(A)=Asen=1.

4 — GRUPO ORTOGONAL

Indicaremos por ra(l) = [Son(D):So,(D,I)l. Daqui
para frente, suporemos que ch{D) 32,

Proposigdo 4.1. Seja

— -

2]

uma coluna com elementos de um dominio D,
a) Se existe A € Sop(D) com a primeira coluna igual a
X, entdo:
eD@;. . .

san b1, - . . b= (L)
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+a;b, =0, isto é

X X + XX =0.

b) Se n ¥ 2 e satisfaz (pl) e (p2) entdo existe A com
primeira coluna igual a X.

¢) Se n = 2, entdo (b) & verdadeiro se D € D.I.P. (Domi-
nio de Ideais Prncipais).

(p2)ajb, +

Prova:
( = ) E fécil provar comparando determinantes ¢ os
primeiros elementos da primeira coluna de A A e J -
{ +=. ) Para provar a suficiéncia desta condigdo, precisa-
mos:

Lema 4.1.1. Sejam U, V, W, By, B5, B3 e B, pertencen-
tes a M, ,n(D)’ entdo:

B; B, B3 0
(A= € So,(D) #( B; t'B
By By t B2 + 32 B4 0
U o]
() A= € So(D)» VUt = |,
iy {1, o
A= € So(D)+Wt+W=0
w oI
vy fI, W
= ESop(DewWt+w=0
0 I |
V) & Iy i
= elson(D)
n 0 |

Uma consequéncia dolema4.1.1.¢

Lema 4.1.2: Se X = [Xl )(2]t satisfaz a propriedades
(p1) e (p2), A € So,(D), entfo AX satisfaz as proprieda-
des (pl) e (p2).

Agora vamos provas a condigdo de suficiéncia da propo-
sicio 4.1.:

Caso 1: (ags » .. ap) =(1).

Este caso é ficil por causa de (ii) e (iii) do Lema 4.1.1.

Para tratar o caso geral, precisamos do lema seguinte,
que é bastante técnico (veja Mendonga[8]).

Lema4.1.3.5n = 3.
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[ ay|
)
X= a,
b;
bn
com ajby + . cotaghy =0ef(ay, ..., ag, by, .., bp) =

(1)eS= A& S0,(D):Atem la.coluna[10...00...
O]t Entdo existe A € 5 tal que AX = [a], ... ap, by’
bn}t com {af, ..., ag)=1.

Como consequencia deste lema, pelo caso 1, j4 tratado,
da condigdo de suficiéncia da proposigio 4.1., existe
Ay € Sog(D) com 12 coluna AX. Assim A—=! A € So (D)
com 14 coluna X.

Paran = 2, o dominio D & admitido como D.L.P. Por
causa da generalidade do argumento, provemos a condigdo
de suficiéncia, no caso de Dser D.ILP, paran > 2.

Primeiro considerernos que a7 = ... = a, =0e (by, ...,
bp) = (1). Neste caso existe V € Si,,(D) com tal que

0 (v—ht

AY 0

pertence a So, (D) com primeira coluna igual a X. No putro
caso se

aD+...+a,D=dD, comdF0.
existe X{,....Xp€¥1+...,¥p < D tal que
al=x1d,...,an=xnd
apyp +...*apyy =d
istoé x|y *t...+TXa¥p =1
Seja U & 81,(D), com primeira coluna
(x)-. %y Jb
u-l 0
para gque M| = pertence a Sop,(D). Assim
9 ut
_ai. _d_|
as| | O
an| 10
MX=M; | by|= b; | =X, paraalgum by, ..., &,«D
0 | %




MENDONCA & SHARMA

Pelolema4.1.2.b] =0e (d,b5,...,bj)=(1).
Agora, em So,(D), se
0 o ... 0'1 0 0]
0 o 0
]
! n—l
In-1 i - .
O _ ____ 10 _____09]
Mpd1 © 0,0 O 0
0 | O
i
. n—1 1 In—1
|
J 0 |
Assim,

Xy =MyX; =[0...0dbs...bs I\

Agora existe My € So,(D) com primeira coluna X9 ¢
M; —IMa—1M3 € So,(D) com primeira coluna M1_1M2
'_lX2 =X.

Proposi¢ao 4.2. Sejam ap, . . . , 9ps bj,...,bg € D;
Ium ideal de Den =2 2. Se(ay, .. csan, by, o, bp, D
=(1). e a1by + ... +azb, = 0 (mod I}, Entdo existem

a‘{ = g;(mod Nebj = b:i {mod I} tais que
@ -- -85, b7, . ... bR} =(), e
ajby +... vayhl, =0
Proposigio 4.3. Sejan = 2; I =Eim1 . - PI:s, com

s 2 lemyp,...,mg=>1,umideal de D. Entdo ¢ nimero
das 2n-uplas {ag, - - ., 2p, by, . . ., by} em Ml,2n(D)s
incongruentes médulo I que satisfazem as condigdes:

(i)(als- .- ,3n,bl,.. < bn)I)=(])’e
(i) (ayby +. .. +apby) = 0 (mod I,

& -IF'(P]II -1 (P]) mj—l) (Zn—l)(p_jn—l +1)

Praposi¢io 4.4, Sejan = 2,
x;d10...0 0...0,
S= AcSo{D):X)¥¢ala colunade A .Enido 5 possui
‘EI‘ (pj)z(""'li )mj 1y, 1 (1) matrizes incongruentes médulo I,
sé

I=T|'pjmjep]- =[D:Pj].
1<j=<s

Prova: Para provar esta proposi¢io precisamos do Lema
Lema 44.1.5ja A,B,C,DEM,;, ((D)e

Semina, 10(4):249-259, 1989

-1;',52___;_§n ity ty ]
DI t2 |
_ A = !
A=|., A B4 ., B
A -t
t
L?l - |_tﬁ ) -
01uy-- - mp) [y w2.:- v
1
C=1., C p<| . I D
|
.1l N
1
0} A i
A B
Entio € S0,(D) se, e somente, as seguintes
C b

condigdes sfo satisfeitas:

A B
(i) A matriz € So,_1(D)
C D
G) wp=lLwy=...=w, =0
wy=0=._.=u,

@) [ty .. .ty]=—[wj...wlB—Tt5...t;]D
tp = — (Waty +... +wptp)

@) {z1...z5d=—[w5...w;]1A —[t5...¢;]C
Agora pela defini¢o existemn em So,, (D) 1,_§

A B A B
incongruentes médulo I.
€ D para cada ¢ D

matrizes

em Soy(D) médulo I, existern [].'):I]n_'l incongruencias
de cada [t5 ... tg}e [wg ... wy] Além disso, mbdulo I,
ty, [za . . . 2] [tp . . . t,] ficam determinados por [t5 . ..
ta), Wi ... wl A, B, Ce D.Portanto S possui 1 (I).
[D:1]2("—1)} elementos incongruentes médulo 1.

Como nos outros grupos, temos

Propasicdo 4.5. Sejan = 2,

- — -
l-‘ ay
(1] 32
0 ap
X1=|0 |, X9=1]b1| € M72n.1(D)
0 [Pn

257
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tal que (ag,.-..2a,, by, ..., bp)=(1),eagby +.. . +

apbp, = 0.

Seja 8= A €850,(D):X{ é1a. colunade A
T = B €80,4(D) : X3 ¢ 1a. coluna de B

Entdo existe uma bijegcdo f ; S ~ T, tal que
Ay = Ay (mod I} = f{A1) = f(A,) (mod I).

Ao contririo do que acontece no caso de Sp,(D) ou
51,,(D) nem sempre aplicagfo proje¢io

£ : Sop(D) + So,(D/T)

¢ sobrejetora. Como exemplo consideremos 0 casos de
n=1,D=Ig= Z,1=10Z E f4cil verificar que

1
€ Sop(Z/10Z)
2
mas nio existe
a b a b 8 5
€ S01(Z) tal que = (mod 10)
¢ d ¢ d 5 2

E agsim, pois U(Z)= 1, -1 e

Proposicdo 4.6. Seja D um dominio de integridade

' a b
com ch(D} 2, entdo € So01(D) se, e somente se,
¢ d
u 0 0 u—l
é da forma ou paraalgumu € U,
u—! u )
grupo das unidades de D

Proposigao 4.7. Sejam n > 2, P um dominio de integri-
dade, I um ideal de D,
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- "
0 an
0 a

Xy=10 » X2 = by
0 ba

com X; = X5 (mod D),
(l)a]bl +...+ 3nbn=0;
(i} (ag,.-.,a5 by, ..., b)) ={(1);
(iii) S= A €Soy(D): Xy € la. colunade A ;
Gv) T = B € So,{P) 1 X3 ¢ 1a. coluna de A
Entio existe A€ Te A, €5 tal que A=A, (mod I).

Coroldrio 4.7.1. Mantendo as condigBes e notaches da
proposicio 4.7, acontece que se Ale T, entdo existe A:)
€8S tal que A"= A" (mod I).

Teorema 4. Seja l um ideal de D, com [ ¥=D % ¢ |
entido

(i} se n > 2, 15{D) = [Sop(D):So(D.D] =

=T p — 1 @M DE-Din=1 + 1) pp2e-D

mj-rn—l(l)
(i) Sen =1, r1(I) = 2{T:UA)]

O Teorema 4 é consequencia das proposi¢ao 4.1. a 4.7.

Como consequencia da prova da Prop. 4.1., também
temos

Proposi¢do 4.8, Seja D.LP. entdo So,(D) € gerado por
R(n) que consiste de

1v ol e 1 k, B
o (vt n © 0 Iy
1, o 0 0
0 0 0 1
eRy= |0 0 I,y 0
0 1 0 0

onde Bt=—B GMn,n(D) eV € G1,(D).
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ABSTRACT

We calculate the indices of congruence subgroups, StD1), GI (D), SpuD]I] and So DI} of special
tnear group SIfD), general linear group GhL(D}, simpletic group SpufD) and  orthogonal  group  So,(D),
respectively, Here I is an ideal of D, the ring of integer of a global field K. The Othogonal group So (D) is

0 i
taken over quadratic form defined by For technical reasons, in the induction process,
i, o

ail ideals of D are assumed 1o be principal, for n=2, in the ortogonal case. We also study the projection maps from Shy, (D),

Gl,fD)}, Spp(D} and So,fD) to corresponding groups StyfDJ1), Gl (D/I), Sp/DfI) and Sv (D), defined over quocient ring
D/I. A generating ser for each of these groups is also determined.
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