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RESUMO

Nosso propésito € desenvolver um método geométrico que permita que técnicas estatisticas basicas sgjam apresenta-
das de forma rigorosa matematicamente mas de facil compreensdo. Neste trabalho apresentaremos apenas a média e a varian-

cia sob um enfoque geométrico.
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1 - INTRODUGCAO

O enfoque geométrico da Estatistica, tem como
principal beneficio o fato de que através de poucos princi-
pios bésicos € possivel desenvolver os conceitos estatis-
ticos principalmente em modelos lineares. Isto é evidencia-
do em trabalhos cientificos de FISHER (1915), BART-
LETT (1933-1934), DURBIN e KENDALL (1951), KRUS-
KAL(1961), ZYSKIND (1967) e WATSON (1967). Mais
recentemente, trabalho como o de BOX, HUNTER e
HUNTER (1978) que aplicam a geometria vetorial em
seus cursos de planejamento de experimentos; MARGOLIS
(1979) que apresenta varios exemplos do uso da Geome-
tria Vetorial na derivagdo de resultados estatisticos ee
mentares e defende a Geometria para a apresentacéo de
conceitos bésicos de Estatistica; HERR (1980) revisa tra-
balhos de Estatistica com inclinagdo geométrica; BRYANT
(1984) da um esquema de um método para ensinar esta-
tistica usando a Geometria Elementar de Vetores, e SA-
VILLE e WOOD (1986) fazem duas experiéncias de ensino
de Estatistica usando a Geometria, sendo uma na Universi-
dade de Canterbury na Nova Zelandia, e outra na Univer-
sidade da Califérnia, em Davids, nos EUA.

SAVILLE e WOOD (1986) afirmaram que 0S Cursos
foram bem recebidos e os resultados obtidos garantem
um substancial melhoramento sobre o tradicional "livro
de receitas".

Neste trabalho apresentar-se-4 um método geométri-
co para a média e a varidncia, dando subsidios para desen-
volver técnicas basicas de Estatistica, tais como a Andlise
de Variadncia em delincamentos experimentais.

As idéias béasicas de Geometria serdo apresentadas
€ 0 seu uso serailustrado através de exemplos gréficos.

O método consiste em trabalhar com dois objetos:
o vetor de observacdo e o espaco do modelo e dois proces-
sos: projecéo do vetor de observacdo no espaco do mode-
lo e Teorema de Pitagoras.

2 - MEDIA

De posse de um conjunto de dados buscamos através
deles obter informagdes com o objetivo de obter inferéncias
sobre o fendbmeno em estudo. Para tal devemos encontrar
a melhor forma de resumi-los e de, assim, extrair o dese-
jado.

Utilizaremos para descrever o fenbmeno o modelo
linear

Y=X3+e, 2.1)
onde

Y ={Y, Y, .. Y] éovetornx 1 de observagies,

X =[11 .. 1] éovetornx ] de uns,
B representa o vetor de pardmetros populacional,

e = [e, e, .. en]" ¢ o vetorn x 1 dos eiros inde-
pendentes, com e ~N (0, 0% ).

Esse modelo pode set relacionado ac modelo

Y =u+ e ou

Y OBy 4 (Y - py) 2:2)
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onde

& a média populacional
— i ) € o desvio de Y em relagdo a sua média.

Nosso objetivo é obter uma estimativa para Y e, por-
tanto, uma estimativa do parametro 8.

Para tal, utilizaremos o Método dos Minimos Qua-
drados, que consiste em determinar valores para f3, tais que

S=0Y-Xpg12 seja minima.

Geometricamente, entio, o Método dos Minimos
Quadrados para o caso diz que devemos considerar todos os
possiveis modelos Xf e escolher 0 mais proximo a Y, como
podemes ver na Figura 2.1.

Usando produto internc Euclidiano, “Minimos Qua-
drados™ significa menor distincia:

0 Y Y, =Xé Y, Y, LX)y =1(1,1,..,1)
e =Y — X3

i
i L *5 x
i
!

° h
, Y oLixI={, 0,01

Figura 2.1 — Método de Minimos Quadrados
Y; = proje¢io ortogonal de Y em L(X)
Y * = qualquer outra projecfio de Y em L(X).

Conforme MARGOLIS (1979} o ponto mais pro-
ximo de Y & a sua projegiio ortogonal Y; no espago L
determinado por X,

E consequentemente termos que ;

Y, =PyY - (23)
Logo Y; = Y{ para algum §, e, pela defini¢fio de
ortogonalidade (MARGOLIS, 1979) se (Y — PyxY) 1LX

entao

<Y - PyeY, X > <0,

- X5 X> =0

E aplicando as propriedades de produto interno na
expressio acima temos

<Y, X>—B<X X>=0 (2.5)
Como <Y, X> = E Yi e <X, X>=n entﬁo(ZS)ﬁca
i=1
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s =1 — 2,6
i- T Ly @6)
que € a média aritméticade Y.
A média amostral X3 = Y ¢ a constante que resume
a amostra. A solugio estd ilustrada na Figura 2.2 e através
dela verificamos que Y estd decomposto em dois compo-
nentes ortogonais:
PY =X8 que pertence ac espago L, , gerado por X,
que denominaremos espago de estimagdo;
e
& =Y — X3, que siio os residuos ¢ pertencem ao espa-
¢o L,. Interpretaremos L, como subespago
residuo, ortogonal ac espago de estimagfo.
Também pode ser dito que & é a projecdo or-
togonal complementar de Y sobre o espago
residuc ao longo do espago de estimacdo.

"= Y-Xp|

Figura 2.2 — Meédia amostrai como projecdo do vetor Y

Conforme a Figura 2.2 podemos entéo dizer que a
projecdo ortogonal do vetor de observaces Y, situado no
espaco amostrai, sobre o espaco de estimacéo L, transfor-
ma Y linearmente, ou sgja, 0 vetor Y é a soma de dois com-
ponentes:

Y =PY + (Y — PY) ou
Y =PY + (Y -P)Y @
Y=XB + &
O operador P. remove ou anula o vetor erro, compo-
nente de Y e simultaneamente determina a posi¢ao inica de

XBemL1.
Vamos especificar a forma geral desse operador de

proje¢io ortogonal P.

Como vimos em (2.4)
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K
<Y, X> — g<X,X>> =0 ou

A (2.8)
XY =X'X3 .
Se X’X tem posto completo entdo
g =XR7IXY - Q9
e como PY = XB ento _
P=X(XX)'X . (2.10)

Conforme foi visto na Figura 2.2, se todos os X7s
fossem idénticos, Y deveria estar exatamente em XB ¢
entfo [le]® = 0. Assim podemos pensar em X como sendo
a parte de Y que pode ser satisfatoriamente explicada por
umz constanie. Quando isso acontece, ||(§l!2 > 0e essa
explicagdo ¢ imperfeita porque os dados variam. E preciso
determinar wma medida dessa variagio e é o que faremos a
sepguir.

3 — VARIANCIA

Como jd dissemos, determinar simplesmente a média
amostral nfo basta. E preciso saber qual a variabilidade exis-
tente entre os dados du, em outras palavras, precisamos sa-
ber quiio préximo estd Y de Xg.

Através de MARCOLIS (1979) vemos que {§]1> pode
ser usado para isso. _

-Geometricamente I = Y — YI[*, a soma dos
minimos quadrados dos erros é o quadrado do compri-
mento do vetor erro amostral € no subespago resfduo.
Em outras palavras, é o quadrado da distincia entre os ve-
tores Y ¢ X§sobre a linha definida por L, (X).

Podemos interpretar a varidncia amostral de Y, em
termos geométricos, como a média do quadrado das normas
do vetor erro estimado, é.

Para calcular isto devemos dividir a Soma de Quadra-
dos do Residuo (SQR)} pela dimensio do subespaco rele-
vante, obtendo assim o Quadrado Médio do Res{duo
{(QMR) por dimensfo.

Desde que é estd restrito a wm subespago (n—1) di-
mensional ortogonal a L, (X), dividimos a SQR por n—1,

obtendo: -
SQR P ZYi—Y)

n-1 n-1 n—1

=8*, @A

que ¢ a usual varidncia amostral.

A dimensao do subespaco no qual o vetor estd res-
trito é chamado de Graus de Liberdade associado dquele
componente,

Podemos desenvolver uma. fé6tmula para a varidncia
amostrz! usando produto intemo.

Seja;

é§ =Y —xg
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a soma de quadrados dos erros ou residuos (SQR) forma o
numerador da varidncia amostral.
Através da defini¢ao da norma de um vetor temos
que

el = Iy — gl 3.2

=<Y - X§,Y - Xp>

=Y, Y> - 2<Y X+ XG>,
1) I
N 2 (_E ¥ (i‘fl yi¥
|E"2 = Z Yiz_
i=l - n 1
3 v -
L G
I = = 92 — ———
i=l
n

A varidncia amostral ou o quadrado médio do resi-
duo &, substituindo (3.2) em (2.7)

S =QMR =— =— XY yl-—

A raiz quadrada positiva da Varidncia Amostral é
chamada de DESVIO PADRAO. Geometricamente, &é
uma medida da distincia de cada valor Yi deYate Y.

E anormade & v '

it

2
Eyi—

n-1

_. Em particdlar, determinamos assim um estimador
Y = X3 que minimiza a soma de quadrados dos desvios
dada em ({2.6) e a sua variincia, que fomece uma estimativa
da variabilidade dos dados, dada por {(3.3).

4 — EXEMPLO NUMERICO EM R?

a) Cilculo da média (ou obtengdo de §).

&
SejaY =
2

B =Y =PY

Y = X(XX)'X'Y
231
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o e |
el e ]

b) Representacio geométrica.

A Figura 4.1 mostra a representagdo geornétrica dos
vetoresY,Yeé =Y Y.

{2)
T—"" LX)

Figura 4.1 — Representagio geométrica de Y, Y e
é em R?

Verifica-se que o espaco de estimagﬁo Ll (X) é uma
reta que faz 452 com os eixos cartesianos.

¢) Comprimento de vetores.

O comprimento de vetores pode ser obtido calcu-
lando-se a norina dos mesmos,

v o=/22 + 82 =825

Y =5 +#5% =707

e=y_?=[§] - E] ‘[_2]

ek =/ (—3)

+ B3P = 424

Esses valores correspondem aos do grifico da Fi-
gurad.l.

d) VerificagZo da ortogonalidade entre os espagos
de estimaclo e residuo.

e o)
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{0

Base de L, (X):

<u,v> =

Como o produto interno dos vetores u e v é nulo, os
espagos de estimagZo e residuo s3o ortogonais. Podemos
mostrar que Y 1 é calculando-se o produto intemo de Y

eéd.
-3
=[5 5] 3

¢) Varidncia e Desvio Padro

<Y, g> =Y"¢

<Y, &> =0

(Y - Y)? _ liell? 18

No caso especial em que estamos analisando wum
exemplo do R?, o desvio padrfo & exatamente igual ao
comprimento do vetor erro que estd representado na figu-
rad.l1.

f) Demonstragdo grifica de que Bé o estimador de
minimos quadrados.

Partindo do modelo Y = au + eondeji= X3
pedemos construir um grifico fazendo variar os valores de
3 ¢ obter os correspondentes valores para ||, entdo
para:

n -

X3 =Y - Xg lieII?
[11] [17] 50
[22] [06] 36
{3 3] [—16] 26
(4 4] [—2 4] 20
[65] [—3 3] 18
(6 6] [—4 2] 20
(7 7] [-5 11 26
8 8] [—-6 0] 36
[99] [=7-11 ‘60
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~ 2 Pigura 4.2 -
wef” | Representacio
grifica de €«
em funcio de 8
L et e R LD -
v i !
40 | i
-"E“T ------------- —?. i Observa-se que 2 representagio grifica desta variaglo
50 1 E | i ! nos dd uma parabola, cujo minimo & -8 =5 que correspon-
'"f“!‘“‘!’ ““““““ 1 ' de a menor Soma de Quadrados de Residuos ou [[§|[> = 18.
4 1 r
} __l - ——— 1 1 ]
sopchuiiigsney |
. oo - P’
P 5 - SUMARIO
R N
P —p O quadro a sequir associa as idéias agébricas e geo-
o' 1 23 45 B7 809 i métricas aexpressao estatisticacorrespondente.
Idéia Algébrica ldéia Geométrica Expressio Estatfstica
1) Vetor Y Vetor'Y Dados
Y1
v Yz YI)Ystf!t“*y]‘[
‘ Y
Yn .
2) Vetor Z - Y Vetor diferenga - Desvios, erro on residuo
Zr — "1
23 — ¥a !
Y-~ . i Z1=¥1. 2 — Y2, .., Iy — ¥y
Y zZ.Y
In — ¥n L+
i :

3) Produto Interno de Xe Y

<K Y>> =xyy, FXay2 + et xpYo

4) Norma ao quadrado
3 Iyl = <x,v>

iz - Y -
=< {2-Y), (Z-¥) >

5) Todos vetores da forma
v =ax+by+cz+. ..

6) Um vetor vem L{v,,¥,..

- ¥g) tal que
<V| ‘;'sz,“"3> =0 para
todo v; em L.

Soma de produtos cruzados
n
Ex. <X, Y>=2% xy
i=1

a) Quadrado da distincia de a) Soma de quadrados

Y para zero
: n
|/ <X, Y>=Z vy}
=1
(v

b) Quadrado da distincia de b) Soma de quadrados de resi-
Y para Z, duos (SQR)
lel? =Z(Z - Y)?

Todos modelos de forma
ax+by+cz+...

Espago vetorial L(x,y,z...) através
de O determinado pelos vetores.

O modelo mais adequado da
forma
ax+by +cz

(linear)
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7) Vetor unitirio Linha equiangular aos eixos co- Constante
P ordenados L{1,1,...1)
1 EXEMPLO EM R ¢ R* ]
1 : X = 1
X=|. . {2) '
. L{l.1)
‘1- )
(n -
¥
EIN |
Lit,1,1)
{2}

i

4,

()

ABSTRACT

Our objectives is to develop a geometric method wich allows basic statistic. Procedures to be presented in a mathema-
tically rigorous way and at the same time to be easy to understand. In this paper we will present only the mean and the

variange in a geometric point of view.

KEY-WORDS: Orthogonal projections;, Geometric; Mean; Variance.
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