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RESUMO

A proposta deste trabalho é realizar um estudo do grau de ndo linearidade do modelo da primeira Aproximacao de Mits-
cherlich, ou sgja:

Yi=o{l-—exp|~(X;+B8 v D+e;

O objetivo é apresentar, de forma simples, alguns procedimentos que possam auxiliar os pesquisadores interessados em
ajuste de modelos ndo lineares e em sua avaliacdo, para que as inferéneias realizadas realmente tenham o grau de confiabilida-
de desgjado. A aplicacdo da metodologia foi realizada através do uso dos dados de Perre (1978). Na estimacdo dos parametros
utilizou-se 0 método de Gauss-Newton, e para a avaliagdo das propriedades dos estimadores levou-se a efeito um estudo de si-
mulacdo, graficos e alguns testes. Com afinalidade de atingir os objetivos propostos, todos os procedimentos computacionais
necessérios a realizagdo da metodologiaforam executados no Nucleo de Processamento de Dados da Universidade Estadual de
Londrina. Utilizou-se o Satistical Analysis System (SA.S e todos os complementos necessarios foram programados em lin-
guagem SAS

PALAVRAS-CHAVE: Regressdo ndo-linear; Modelo de Mitscherlich.

1 - INTRODUGAO ao modelo levam a um modelo intrinsicamente n&o linear,
deve-se, sempre que possivel, preferir gustar tal modelo em
Um modelo de regressdo se diz ndo-linear quando ndo lugar de um modelo linear, talvez mais diferente da realida-

€ fungdo linear dos seus parametros. Segundo DRAPER& de.
SMITH (1966), quando informacBes tedricas com relagdo Muitas vezes, nas aplicacdes, tém-se determinadas in-
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formagBes ou suposi¢cdes sobre o modelo, que podem ser
representadas por um sistema de equacdes diferenciais, sen-
do que o modelo surge como solugdo desse sistema.

Este é o caso, entre outros, do modelo de Mitscher-
lich. Tad modelo é comumente usado na &rea de agricul-
tura.

Nas Ultimas décadas houve progresso muito grande
nas técnicas e algoritmos de otimizagdo nao linear, existin-
do uma vasta literatura sobre os mais variados métodos pa-
ra numerosos tipos de problemas. Entretanto, segundo
RATKOWSKY (1983), apesar da grande variedade de mé
todos existentes para obtencdo de estimativas dos paréme-
tros de modelos néo lineares, o estudo de suas propriedades
"ainda est4 na sua infancia".

O que normamente tem ocorrido € que, ao gustar
um modelo ndo linear, faz-se toda inferéncia através de re-
sultados conhecidos da teoria dos modelos lineares. Porém
por ndo se conhecer o comportamento distribucional dos
par&metros dos modelos ndo-lineares a aplicacdo desses re-
sultados pode néo ser adequada.

E necessario estudar o comportamento do modelo e,
segundo RATKOWSKY (1983), isso pode ser feito através
de estudos de simulagéo. Esse procedimento poderd indicar
se o grau de ndo linearidade é pequeno o suficiente parajus-
tificar a utilizac&o dos resultados usuais da teoria dos mode-
los lineares como aproximacéo dos néo lineares.

Este trabalho objetiva efetuar um estudo de simula-
¢do paraanalisar as propriedades distributivas dos estimado-
res dos pardmetros do modelo de Mitscherlich e, assim, ana-
lisar o comportamento ndo-linear desse modelo.

2 - MODELO

O modelo a ser estudado conhecido por Primeira
Aproximagdo da Le de Mitscherlich, é

Yj=o [1-exp(— X+ B) ¥)]+e

onde
Y; ='variivel dependente
X, = varidvel independente
0 =( «xfyY,veior de parimetros
¢j = erros aleatorios independentes e com distribuigio
normal de média zero ¢ varidncia o2.

3 - ESTIMACAO DOS PARAMETROS

Existem muitos métodos de estimacéo de parametros
de modelos ndo lineares. Usaremos o0 método de Gauss
Newton. Uma descricdo detalhada desse método pode ser
encontrada em BARD (1974).

4 -AVALIACAO DO COMPORTAMENTO NAO LlI-
NEAR DO MODELO

Quando o modelo de regressdo € linear nos parame-
tros, os estimadores de minimos quadrados sdo ndo viesa
dos, tem variéncia minima e sd normalmente distribuidos,
é claro, independentemente do tamanho da amostra. Porém
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guando o modelo é nao linear, propriedades sdo vdli-
das somente assintéticamente.

4.1 — Propriedades dos Estimadores
Consideremos 0 modelo de regresséo néo linear
Yi = f(Xi, 9) +ey

Sob certas condicBes de regularidade, os estimadores
de minimos quadrados sdo assint6ticamente ndo viesados,
eficientes e normalmente distribuidos, isto &,

8 -N(&,D(§)D
onde
D(#)=TH~1 o2

e J é o Jacobiano da funcéo, ou, podemos dizer que:

D ( gq) éainversada matriz de informacdo de Fisher.

No caso de amostras pequenas, as propriedades dos
estimadores de minimos quadrados sdo desconhecidas. En-
tretanto, a medida que o tamanho da amostra aumenta, os
resultados assint6ticos vao se tornando mais aplicaveis.

Na prética, qual deve ser o tamanho da amostra ne-
cessario para que resultados sgjam aproximados? Es-
sa questdo € muito complicada, segundo RATKOWSKY
(1983) uma das melhores maneiras de fazer tal avaliagdo é
também do modelo utilizado, pois existem modelos para
0S quais propriedades constituem uma boa aproxima-
¢80 mesmo quando as amostras sd0 muito peguenas, en-
guanto que, para outros, aproximacdes ndo sdo ade-
guadas nem para amostras muito grandes.

Quando 9, o estimador de minimos quadrados de q,
tem um viés pequeno, uma distribuicdo proxima da nor-
mal e as variéncias reais sdo proximas daquelas dadas pela
matriz de dispersdo assintética, dizemos que q exibe um
comportamento "proximo do linear". Quanto mais proxi-
mo do linear for o comportamento de um estimador, mais
vélidos serdo os varios testes e intervalos de confiangca que
fazem analogia com os modelos lineares.

Devemos avdiar se 0 modelo de interesse tem um
comportamento proximo do linear. Segundo RATKOWSKI
(1983) uma das melhores maneiras de fazer tal avaiagdo é
através de estudo de simulagao.

4.2 — Estudo de Simulagéo

Num estudo tipico de simulagdo, a distribuicdo dos
residuos g é especificada e valoresel, €2, ... e n séo gerados
pseudo aleatoriamente através de uma sub-rotina de compu-
tador. Um valor para gé fixado e produz-se assm um con-
junto de n observacfes Y;, onde

Yl = f(Xl, 9) +ei

No nosso caso, ei ~ N (0, o£) e os valores de 8 e 02
usados s3o @ e s2, a estimativa de minimos quadrados e va-
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rifincia residual, respectivamente, obtidos do conjunto origi-
nal de dados.

Simulamos N desses conjuntos (de n observagties) e
para cada conjunto ajustamos o modelp por minimos qua-
drados.

Se ocorrer convergéneia para cada um desses conjun-
tos de dados, teremos N valores de estimativas do tipo.

éi = (éil’ éiZ,---, éip),i = 1!2’""N'

A partir dessas estimativas devemos examinar a distri-
buigfio conjunta de 6;. Entretanto a andlise de uma distri-
bui¢@o conjunta & tarefa muito complicada, ¢ utilizamos en-
tdo os resultados das andlises das distribuigtes marginais de
@;. na esperanca de que através desse procedimento se possa
avaliar aproximadamente o comportamento conjunto.

A andlise das distribui¢ho marginais com base nas N
estimativas dos parimetros correspondentes pode ser feita
através de uma anilise descritiva, como também através de
testes,

Apresentamos a seguir algumas medidas importantes
para andlise das distribuigtes.

Calculamos o excesso de varidncia ( % ) que é dada
por

5 2_ s-iZ

E,= . 100

g:iZ

onde

S}2 = é 0 i-ésimo elemento da diagonal da matriz de
dispersdo estimada (considerada real},

N

s‘i? = i ‘§ : (éij-éi)s variéncia amostral,

N—1
i=1,2,..p.

Esse resultado, E,, representa portanto a porcenta.
gem na qual ;2 excede on nfo a varidncia assintética.

Podemaos também obter uma estimativa da porcenta-
gem do viés de 0i que € dada pela diferenca entre a média
amostral, B, e o “verdadeiro” vafor do parametro, 8i, ou se-
ja:

6i-0i
(% )viés = —— 100,

6
Para verificar se viés ¢ nulo utilizamos a estat stica

éi _éi
Z; = —T ; considerando 2~ N (0,1}
5

N

A suposi¢iio de variincia minima pode ser verificada
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comparando-se a varidncia -é}z com a varidncia assintotica
através da estatistica

%

(N-1) 5
= 332
onde
x(2) - X(ZN—I)' Come N ¢ grande, usamos a aproximacio
normal

Z=/2¢ - J2(N-1)-1

Se os resultados forem todos significativos entfo exis-
tem evidencias de que os estimadores de minimos quadra-
dos nfo terdo um comportamento “proximo do linear”,

5§ — RESULTADOS E DISCUSSAQO -

Trabalhamos com os dados de PERRE (1978) ¢ ini-

cialmente obtivemos as estimativas dos parametros do mo-
delo através do método de Gauss Newton.

A convergéncia, foi obtida apos quinze iteragBes e as
estimativas sdo:

a= 20566 : f =04221 ; 4 =1,1186

A matriz estimada de dispersfo assintética é

734 x 10—4 53x10~%  ~182x10~4
D@ = 9,73x 104 -21,58x 104
627x 10—4

0

OMR =4,215 x 10—%

Geramos 1000 conjuntos de dados onde admitimos
e “N(0;4,2145.10~%) ¢

Y; = 2,0566 [(1-exp(—1,1186(0,4221+X;)]*+ &;

Cada novo conjunto de dados gerado foi justado pelo
método de quadrades minimos e obtevese uma nova esti-
mativa de @ de §.

As médias e varidncias amostrais para os estimadores
de cada parimetro foram obtidas e encontram-se na Tabela
1.
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TABELA 1 — Média e Variincia Amostral dos Parimetros.
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TABELA 4 — Teste de Normalidade

PARAMETRO MEDIA VARIANCIA PARAMETRO D o
& 205825 0,000753845 & 0,0296 0,033
Q 0.4223605 0,00100317 id : 0,0308 0.021
¥ 1,12051 0,00620143 ¥ 0.0243 >1s

Calculamos os viéses da média dos pardmetros e apli-
camos o teste para verificar se sfo nulos. Os resultados fo-

Tam Os seguintes:

TABELA 2 — Viés da Média dos Patimetros

PARAMETRO VIES ( %) Z
% 0,08 1,91 {n.s)
£ 0,36 1,55 (n.s)
¥ 0,17 1,78 {n.s)

Na Tabela 3 podemos observar os valores relativos ao
excesso da variincia e seu teste.

TABELA 3 — Excesso de Varidncia dos P~.imetros

Podemos dizer que os estimadores dos parametros se
aproximam de uma distribuicfio normal, sendo que 8 e ¥
apresentam um comportamento um pouco pior. Pode-se ver
isso através do histograma onde se nota certa assimetria nas
suas distribuigdes.

-
_‘._ )
. ....d.'*‘-:.,

FIGURA 1 — Histogramas dos resvltados de simulago de
B.aey

Porém a luz desses resultados podemos supor que pa-

PARAMETRO EXCESSO DE z ra esse conjunto de dados os estimadores dos parimetros
YARIANCIA % apresentam comportamento proximo de linear.
- . 061 (ne Os dados utilizados no desenvolvimento deste traba-
. L .5 - 3 .
% A 0,698 (ng) lho (Perre-1978) constam abaixo;
Y — 1,09 - 0,23 (n.s
— X 0 1 2 3
Aplicando-se o Teste de Kolmogoroff para normali-
dade encontramos o seguinte. Y I 0,775 1,630 1,936 2,002
2 3 2 £

ABSTRACT

The objective of this paper is to show the results of the study on the non-linearity degreee of the Mitscherlich model.
Some procedures are presented in a simple way in order to help researchers in their needs in adjusting and in evaluating non-
linear models with a high degree of reliability in their inferences. The Gauss-Newton method has been used in the estimation
of parameters. Smulations, diagrams and tests have been used to evaluate the characteristics of the estimators. To achieve the
proposed objectives, all needed computational procedures have been executed in the Computer Center of Londrina Sate
University. The data, jrom Perre (1978), have been submitted to SatisticalAnalysis System (SAS).

KEY WORDS: Non-linear regression; Mitscherlich model.
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