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RESUMO 

Fundamentalmente, o presente trabalho faz uma análise linear de pontes ou vigas curvas assimétricas de seção transver-
sal aberta e de parede fina, com propriedades físicas, geométricas e raio de curvatura constantes ao longo do eixo baricêntri-
co. Para tanto, utilizaram-se as equações diferenciais de VLASOV considerando o acoplamento entre as deformações nas di-
reções vertical, transversal, axial e torcional. Na solução do sistema de quatro equações com derivadas parciais foi utilizado 
um apropriado método numérico de integração (Diferenças Finitas Centrais). A análise divide-se, basicamente, em dois ti-
pos: análise DINÂMICA e ESTÁTICA. Ambas são utilizadas também na determinação do coeficiente de impacto (C.M.D.J. 
A primeira refere-se tanto à determinação das características dinâmicas básicas (freqüências naturais e respectivos modos de 
vibração), como também à determinação da resposta dinâmica da viga, em tensões e deformações, para cargas móveis arbi-
trárias. Vigas com qualquer combinação das condições de contorno, incluindo bordos rotulados e engastados nas direções de 
flexão e na torção, são consideradas. Os resultados da análise teórica, obtidos pela aplicação de programas computacionais im-
plementados em microcomputador (análise estática) e no computador B-67Q0 (análise dinâmica), são comparados tanto com 
os da bibliografia técnica como também com resultados experimentais, apresentando boa correlação. 

PALAVRAS-CHAVE: Vigas Curvas, Cargas Móveis, Freqüências Naturais. 
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1 - INTRODUÇÃO 

Novas soluções às crescentes necessidades do trans-
porte rodoviário e ferroviário, especialmente em ambientes 
urbanos, implicam freqüentemente no uso de vias elevadas. 
A periodicidade dos apoios resulta na possibilidade de com-
portamento dinâmico insatisfatório, efeito que adquire 
particular importância em sistemas de alta velocidade. Mo-
delos teóricos que permitam o estudo do acomplamento 
entre veículo e via devem então ser desenvolvidos. Visando 
esse objetivo é estudado no presente trabalho o compor-
tamento estático e dinâmico de vigas curvas de parede fina 
e seção aberta, incluindo-se a resposta das mesmas a sis-
temas de cargas em movimento. Devido à necessidade de 
implementação de soluções que permitissem inicialmente 
a realização de estudos paramétricos a baixo custo, e pos-
teriormente a sua incorporação num modelo de interação, 
a estrutura da via foi idealizada como viga. A escolha de um 
modelo unidimensional da via implica numa simplificação 
importante, pela qual não podem ser levadas em conta, 
por exemplo, possíveis distorções da seção transversal. Em 
contrapartida, uma representação mais apurada da via 
poderia conduzir a custos computacionais inadmissíveis 
e, possivelmente, desnecessários. 

São em conseqüência adotadas como ponto de parti-
da as equações de movimento propostas por VLASOV10 

para a viga curva em planta com seção arbitrária aberta de 
parede fina. As quatro equações diferenciais ordinárias de 
Vlasov, aplicáveis a vigas elásticas com raio de curvatura 
constante, são resolvidas através de uma formulação de di-
ferenças finitas centrais. Foram obtidas: a) a resposta está-
tica; b) as características dinâmicas básicas (freqüências e 
modos naturais de vibração), e c) resposta dinâmica à ação 
de cargas móveis. 

As diversas soluções são comparadas com resultados 
disponíveis na literatura técnica, incluindo valores experi-
mentais, verificando-se assim a precisão e confiabilidade do 
método. Com base nos exemplos estudados são finalmente 
estabelecidas curvas para a determinação prática da fre-
qüência fundamental de pontes de concreto de planta 
curva. 

2 -EQUAÇÕES DE MOVIMENTO E MÉTODOS DE 
SOLUÇÃO 

Considere-se a viga curva circular de paredes finas e 
seção aberta, com propriedades constantes ao longo da co-
ordenada s que define o comprimento de arco medido a 
partir do extremo de viga, como se ilustra na Fig. 2.1. Seja 
R o raio de curvatura no plano normal ao eixo vertical Y. A 
teoria proposta por Valsov está baseada nas seguintes hipó-
teses: 

• O material é elástico e linear 
• A espessura das paredes é pequena em relação às 

outras dimensões da seção tranversal, sendo as di-
mensões da última pequenas em relação ao com-
primento 

• A seção transversal não é deformável, isto é, é rí-
gida no seu plano, mas pode empenar livremente 
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• As deformações devidas às tensões de cisalhamento 
na superfície média da viga são desprezíveis. 
Considerando também que a viga apresenta amorte-

cimento de tipo viscoso ou de Newton, resultam as seguin-
tes quatro equações acopladas de movimento: 
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Na implementação da solução de eqs. (2.1) a (2.4) 
verificou-se que o sistema não é auto-adjunto e consequen-
temente conduz a coeficientes de rigidez e de massa não 
simétricos. Foram introduzidas então algumas modifica-
ções, admitindo-se que os termos 

Fig. 2.1 — Características geométricas e notação da viga curva de 
seção aberta e parede fina 

Entre os vários métodos de solução de equações di-
ferenciais existentes, optou-se pela aplicação de diferenças 
fínitas centrais (DFC). Os operadores diferenciais nas eqs, 
(2.1) a 2.4) e nas condições de bordo são substituídos 

o qual é resolvido pelo método de interação por subespa-
ços, implementado no programa DINAUT. 

Finalmente, a solução das equações de movimento 
para cargas móveis é obtida através de um esquema misto 
de integração numérica direta simultânea nas variáveis es-
pacial s e temporal t. 0 procedimento é implícito, exigin-
do a solução de um sistema de equações algébricas a cada 
passo de integração t. O método de integração, embora 
só condicionalmente estável, é muito eficiente no problema 
em estudo, pois a descrição apurada das cargas móveis 
usualmente requer a adoção de intervalos de integração da 
mesma ordem que t c r O esquema, que inclui como nos 
casos anteriores a geração automática das matrizes do sis-
tema para apoios rotulados ou fixos, foi implementado no 
programa VIGADIN. 

Em qualquer caso, a partir dos deslocamentos e giros 
calculados, torna-se possível a obtenção das forças internas 
nas viga, dadas por: 

n a v i g a , dadas p o r : 
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Detalhes sobre os operadores diferenciais e a forma 
das matrizes Ik e IM assim como a distribuição de cargas 
móveis podem ser observados na Ref. [ 2]. 

3 - PROPRIEDADES DINÂMICAS DE VIGAS DE SE-
ÇÃO ABERTA 

A comparação de modos e freqüências naturais de 
vigas curvas de seção aberta, calculados mediante o emprego 
de DINAUT, com valores obtidos por outros autores usan-
do procedimentos teóricos ou experimentais é de funda-
mental importância e será examinada a seguir. O número de 
trabalhos sobre o tema encontrados na literatura técnica é 
muito reduzido, e limitado a vigas de um só vão. 

CULVER4 calculou em 1967 as freqüências naturais 
de vigas curvas horizontais com seção prismática e dupla 
simetria, considerando apenas vibrações normais ao pla-
no de curvatura. SHORE & CHAUDHURI9 estudaram pos-
teriormente as vibrações livres de vigas curvas horizontais 
incorporando a rotação à formulação do problema. Já na 
presente década, YOO & FEHRENBACH11 incluíram 
também a contribuição do empenamento, efeitos da inércia 
rotatória com respeito à flexão e à torção, e os efeitos da 
anti-simetria da seção trasnversal, através de uma formula-
ção em Elementos Finitos. As hipóteses básicas de Yoo e 
Fehrenbach são essencialmente idênticas às aceitas no 
presente trabalho. 

Exemplo A: O primeiro exemplo a ser considerado 
é um conjunto de vigas curvas birotuladas de 512,27 cm 
de comprimento. O ângulo interno varia de 10 até 90 graus. 
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Para o primeiro e segundo modos, verificou-se uma ótima 
correlação com a solução da referência [ 7 ] e com o valor 
experimental, inclusive com a freqüência medida. A diferen-
ça mais acentuada nos modos superiores é atribuída à ina-
dequada representação das condições de contorno na tor-
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ção, visto que, na realidade, os apoios constituem apenas 
engastamento parcial da seção transversal. 

Exemplo C: No exemplo que segue será estudado o 
caso de uma viga curva horizontal e vão simples de compri-
mento 40,64m. As propriedades da seção transversal da 
viga são: A = 94 ;8cm2, Iz = 16440cm4, Iy = 2347,4cm4, 
Iw = 504855,2cm6, Kt = 74,5cm4, ay = 0 e az = 0. Os 
módulos de elasticidade longitudinal e transversal são 
E = 200,1 GN/m2 e 77,3 GN/m2. A viga possui dois bordos 
engastados. O raio de curvatura é 38,811 m, e o ângulo 
interno de 60 graus. Os resultados obtidos da análise são 
mostrados na Tabela 3.3. 

Tabela 3.3 - Freqüência natural (rad/seg), viga curva 
biengastada. (Exemplo C) 

Exemplo D: O exemplo que segue, analisado por 
CHRISTIANO3 corresponde a um modelo experimental de 
uma ponte curva com vão simples, cuja seção transversa! 
está esquematízada na Fig. 3.1. 
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5 - ANÁLISE DINÂMICA DE VIGAS CURVAS SOB 
VARGAS MÓVEIS 

Com o duplo objetivo de verificar a validade das 
equações diferenciais utilizadas na análise dinâmica da viga 
curva e a precisão do método numérico empregado na so-
lução dessas equações, serão comparados valores obtidos por 
meio de VIGADIN com resultados teóricos e experimentais 
existentes na literatura. 

Exemplo E: O primeiro exemplo a ser analisado é 
apresentado por CHRISTIANO3 . As propriedades dinâmi-
cas da viga curva, mostrada na Fig. 5.1, foram estudadas 
na Seção 3 (Exemplo D), que inclui também as dimensões 
e propriedades da mesma. Ambos apoios são rotulados, 
tanto na flexão horizontal e vertical, como também na tor-
ção. CHRISTIANO3 determinou experimentalmente o efei-
to de uma carga vertical de 60 N, que se desloca sobre a 
viga com velocidade constante de 4 m/s. 

CHRISTIANO3 expressa a resposta dinâmica do mo-
delo em termos do Coeficiente de Majoração Dinâmica 
(C.M.D.), definido como a razão entre a resposta dinâmica 
e o deslocamento vertical estático no centro do vão. Portan-
to , a comparação entre os resultados obtidos por CHRIS-
TIANO3 e os do presente trabalho, só é possível depois 
de conhecida a resposta estática da viga. 

Os trens de cargas equivalentes são mostrados na Fig. 5.4. 
Pela dificuldade de se estimar com precisão o trem de car-
gas utilizado na análise experimental da viga, foram simula-
dos dois limites de carregamento: um inferior e superior. 
Os limites inferior e superior dos trens de carga estão mos-
trados na Fig. 5.4. 

O veículo se movimenta sobre a viga com uma veloci-
dade constante de 10 m/s (36 km/h) . 

Fig. 5 4 - Trens de carga utilizados para representar o carregamento 
externo na viga reta 

As curvas que representam os deslocamentos verti-
cais teóricos e experimentais, no centro do vão da viga, 
referentes aos limites de carregamento teórico e ao carre-
gamento real, respectivamente, estão mostradas na Fig. 
5.5. Observa-se uma excelente correlação entre os resulta-
dos teóricos e o experimental, sendo que a diferença per-
centual entre a resposta teórica do deslocamento veritcal 
para o limite inferior do carregamento e a resposta experi-
mental do deslocamento vertical é da ordem de 4%; entre 
a resposta para o limite superior e a experimental, a dife-
rença é da ordem de 2%. 

Fig. 5.2 - Valores do fator de impacto (C.M.D.) 

Exemplo F: Será analisado, neste exemplo, o com-
portamento dinâmica da viga reta elevada do exemplo B. 
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Fig. 5.3 - Viga reta elevada pertencente a um sistema de transporte 
urbano. (Exemplos B e F). 
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6 - SOBRE O COEFICIENTE DE IMPACTO EM PON-
TES CURVAS DE CONCRETO 

Os efeitos dinâmicos induzidos pelas cargas móveis 
podem ser levados em conta em forma simples na análise 
estrutural, multíplicando-se a resposta estática da estrutura 
por um coeficiente de majoração (C.M.D.). Esse coeficien-
te é geralmente definido como a relação entre a resposta 
dinâmica máxima e a resposta estática correspondente a 
posição mais desfavorável das cargas. 

Fig. 6.1 (a) Fig. 6.1 (b) 

As recomendações de diversas normas sobre o coe-
ficiente de majoração dinâmica, as vezes denominado fator 
de impacto, nem sempre são fundamentadas em sólidas 
considerações teóricas ou em ensaios sistemáticos. A Fig. 
6.1 (a) mostra a grande dispersão dos C.M.D. sugeridos 
por diferentes normas. O quadro descrito está experimen-
tando uma significativa evolução, devido à influência 
de estudos recentes sobre o tema, nos quais começam a 
ser incorporados os efeitos de interação veículo-via e das 
imperfeições inevitavelmente presentes na última. PALA-
MAS6 (1984), por exemplo, apresenta um estudo detalha-
do sobre a influência das imperfeições na C.M.D. 

É interessante sublinhar aqui que a existência de 
curvatura em planta, mesmo quando pequena, resulta 
usualmente num importante acréscimo dos coeficientes 
de impacto, como se observa na Fig. 6.1 (b), baseada nos 
resultados obtidos nos exemplos F e G. 

7 - CONCLUSÕES 

Foram apresentadas soluções estáticas e dinâmicas 
de vigas curvas de seção aberta e parede fina sob cargas 
móveis, obtidas a partir das equações de Vlasov, median-
te aplicações de diferenças finitas centrais. O método nu-
mérico implementado no programa VIGADIN visa o 
desenvolvimento de uma ferramente eficiente para apli-
cação em estudos de interação de sistemas veículo-via. 
A comparação das previsões do método com outras solu-
ções e com observações experimentais permite conferir 
o grau de precisão e a confiabilidade do mesmo. Também 
baseados nos exemplos estudados, são apresentados conclu-
sões relativas a influência da curvatura sobre o período 
fundamental e os coeficientes de impacto em pontes de 
concreto. 

ABSTRACT 

This work deals with linear analysis of nonsymmetric curved thin-walled bridges or beams with open cross section, 
with physical properties, geometry and radius of curvature constant along the centroidal axes. VLASOV differential 
equations where used, considering the coupling between deformations on the vertical, transversal, axial, and torsional 
directions. Central finite difference method was used to solve the system of four partial differential equations. Bacisally two 
analysis were performed: DINAMIC and STATIC. Both were also used to obtain the impact coeficcient (C.M.D.). The fírst 
analysis refers to the determination of the basic dynamic characteristies (natural frequency and vibration modes), and the 
determination of the dynamic response of the beam, in stresses and deformations, for arbitrary mobile loads. Beams with 
any combination of the boundary conditions, including pinned or fixed ends on the three directions of torsion and bending 
were considered. A comparison between the results of the theoretical analysis, produced by computer programs impemented 
in a microcomputer (for the static analysis) and computer B-6700 (for the dynamic analysis), and the ones given in the 
references and also obtained experimentally. Showed a good correlation. 

KEY WORDS: Curved Beams, Moving Loads, Natural Frequency. 
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Exemplo G: A viga analisada neste exemplo possui 
as mesmas características da viga estudada no Exemplo 
F desta seção, com a diferença de ser curva, com raio de 
curvatura constante e igual a 72m (eqüivale a um ângulo 
interno de abertura da viga na ordem de 20 graus). 
O veículo se movimenta sobre a viga com veocidade de 
20 m/s (72 Km/h), possuindo o trem de cargas mostrado 
na Fig. 5.6. 

A resposta dinâmica da viga curva, em termos do des-
locamento vertical e giro, está indicada na Fig. 5.7. Neste 
exemplo, fica saliente a influência do raio de curvatura no 
valor do C.M.D., ao se comparar com a resposta da viga 
reta. O C.M.D. máximo da viga curva, para o deslocamento 
vertical, é em torno de 1,14; no caso da torção, resulta 
igual a 1,34. 


