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Modelagem por elementos finitos de porticos considerando as
nao linearidades fisica e geométrica

Finite element modeling of frames considering the physical and
geometric nonlinearity
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Abstract

Com o avango tecnolodgico, o grau de seguranca obtido ¢ o baixo custo de pesquisas computacionais,
comparados com ensaios experimentais, vém possibilitando cada vez mais a aplicacdo de técnicas
numéricas na solugdo ndo linear de problemas de estruturas. Os modelos constitutivos de dano tém sido
usados como uma importante ferramenta de analise da perda de rigidez de estruturas com a finalidade
de prever a degradag¢ao do material. Neste artigo é apresentada uma formulagdo por meio do Método
dos Elementos Finitos considerando as ndo linearidades fisica e geométrica para a analise de porticos
planos. O comportamento do material é descrito por um modelo fundamentado na Mecéanico do Dano
Continuo. Na obtengdo do vetor de forga interna, o mdédulo de rigidez a flexdo equivalente ¢ determinado
com a divisdo da segdo transversal em camadas. Para tragar a trajetoria de equilibrio com pontos limites
da estrutura ¢é utilizado o método iterativo de Chebyshev, com taxa de convergéncia ctibica, associado a
estratégia de Controle de Deslocamento Generalizado. Resultados numéricos de problemas encontrados
na literatura sdo confrontados com os obtidos pelo cddigo computacional desenvolvido. A modelagem
proposta apresenta potencialidade na simulacdo da capacidade resistente ultima de estruturas do tipo
portico.

Keywords: Mecanica do Dano Continuo. Elementos Finitos. Técnica de Continuacdo. Nao Linearidade
Geométrica. Chebyshev.

Resumo

With advances in technology, the degree of safety obtained and the low cost of computational researches,
compared with experimental tests, have enabled the application of numerical techniques for solution of
nonlinear problems of structures. The damage constitutive models have been used as an important tool
to analyze the structures stiffness loss in order to prevent the material degradation. This paper presents a
formulation by means of Finite Element Method considering physical and geometric nonlinearities for
the analysis of plane frames. The behavior of the material is described by a model based on Continuum
Damage Mechanical. In obtaining the internal force vector, the equivalent flexural stiffness modulus is
obtained by dividing the cross section in layers. In order to trace the equilibrium path with limits points
of the structure it is used the Chebyshev iterative method, with cubic convergence rate, associated to
the Generalized Displacement Control strategy. Numerical results found in literature are compared with
those obtained by computational code developed. The proposed modeling presents potentiality in the
simulation of the ultimate strength of frame type structures.

Palavras-chave: Continuum Damage Mechanical. Finite Elements. Path-Following Technique.
Geometric Nonlinearity. Chebyshev.
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Introducao

Tornar os sistemas estruturais mais econdomicos,
por meio da redugdo do seu peso e do consumo de
materiais sem, no entanto, diminuir sua seguranga ¢
durabilidade, tem sido um dos principais objetivos
da Engenharia Estrutural. Nessa area, portanto,
as pesquisas tém sido direcionadas no sentido de
obtencdo de estruturas cada vez mais leves e esbeltas
(ROCHA, 2000).

A propor¢ao que o elemento estrutural se torna
mais esbelto, o efeito da ndo linearidade geométrica
no mesmo se torna cada vez mais importante ¢ da
origem a varios fendmenos, como por exemplo, a
existéncia de multiplas configuragdes de equilibrio
(estaveis e instaveis) e o surgimento de pontos
criticos ou singulares ao longo do caminho ndo
linear de equilibrio. A presenca dessa ndo linearidade
exige o desenvolvimento de técnicas de calculo
mais sofisticadas e um conhecimento cada vez mais
profundo do comportamento estrutural.

Além da nao linearidade geométrica, na analise
estrutural muitos problemas estdo caracterizados
pelo comportamento inelastico dos materiais (ndo
linearidade fisica) que conformam as estruturas,
identificando fendmenos tais como plasticidade,
dano, fraturamento, entre outros, os quais mudam
substancialmente as propriedades de rigidez do
sistema. Um problema gerado pela inelasticidade dos
materiais ¢ a ocorréncia de deformagdes localizadas
no sistema. A consideracao desse fendmeno aumenta
a complexidade da analise, e pode levar a problemas
na implementagdo numérica, acontecendo inclusive a
interrupg@o da analise por problemas de convergéncia
ou mau condicionamento numérico. Nesse contexto,
a analise numérica de estruturas com caracteristicas
inelasticas de material requer técnicas de controle de
iteragdo e forca que permitam avaliar as mudangas de

rigidez do sistema ocasionadas pelo comportamento

inelastico dos materiais (MUNOZ; ROEHL, 2012).

A Mecanica do Dano Continuo (MDC) ¢ uma
ferramenta para a analise da deterioragdo do material
em sélidos submetidos a a¢do de natureza mecanica
ou térmica. Enquanto a Mecanica da Fratura lida com
as condic¢oes de propagagdo de fissuras macroscopicas,
a MDC estuda o efeito de microfissuras distribuidas
na resposta do material. Os modelos constitutivos
formulados pela aplicagdo dos conceitos dessa teoria
permitem considerar as perdas de rigidez e resisténcia,
observadas em diferentes materiais, como resultado
do processo evolutivo de microfissuragdo. A MDC
pretende descrever a evolug@o dos fenomenos dessas
perdas que se desenvolvem entre um estado inicial,
relativo a uma situagao de material integro, e um estado
final, correspondente a ruptura do elemento de volume.
Para tanto, fundamenta-se nos principios, ¢ métodos,
da mecanica dos meios continuos e da termodinamica
dos processos irreversiveis (PROENCA, 1992).

A varidvel dano n3o ¢ uma grandeza fisica
mensuravel diretamente, mas para fins de modelagem
matematica ¢ possivel relaciona-la a redugdo
progressiva de caracteristicas mecanicas globais
como, por exemplo, o médulo de elasticidade. Assim
sendo, uma variavel interna representativa do estado
de deterioracdo do material ¢ definida de modo a
permitir, quantificar e distinguir, macroscopicamente,
um elemento de volume deteriorado de um outro
integro.

Uma metodologia eficiente de solugdo de problemas
com ndo linearidade fisica e/ou geométrica deve ser
capaz de superar as dificuldades numéricas associadas
ao comportamento ndo linear, tragando toda a trajetoria
de equilibrio (caminhos primarios ¢ secundarios) do
sistema estrutural em analise, identificando e passando
por todos os pontos singulares ou criticos que possam
existir. S@o definidos os seguintes tipos de pontos
criticos: pontos limites de forga (snap-through) e de
deslocamento (snap-back); e ponto de bifurcagdo,
a partir do qual derivam duas ou mais trajetorias de

equilibrio (MAXIMIANO, 2012; SANTOS et al.,
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2010).

O método de Newton-Raphson é um dos métodos
mais utilizados para resolver problemas ndo lineares
na Engenharia Estrutural. Modificagdes nesse método
podem ser feitas: resolver o sistema de equagdes ndo
lineares de forma inexata, ou seja, resolvé-lo por
algum método iterativo impondo uma precisao, como
no método de Newton Inexato; aproximar a matriz
Jacobiana utilizando diferencas finitas; e substituir a
Jacobiana por outra matriz com alguma propriedade,
como nos métodos Quase - Newton.

Até a década de 1980, os métodos iterativos que
possuiam ordem de convergéncia maior que a do
método de Newton-Raphson exigiam o calculo de
derivadas de ordens superiores. Sendo assim, quanto
maior era a ordem de convergéncia maior era também
o custo computacional, de modo a tornar o uso pratico
destes métodos restrito a alguns poucos casos. Ha
métodos que possuem taxa de convergéncia cubica,
como por exemplo, os métodos pertencentes a classe
Chebyshev-Halley (SOUZA, 2015).

Neste artigo ¢ apresentado um procedimento
numérico para a analise estrutural estatica de porticos
planos por meio do Método dos Elementos Finitos
(MEF), sendo incorporado no modelo os efeitos das
nao linearidades fisica e geométrica. A ndo linearidade
do material ¢ descrita por um modelo constitutivo
fundamentado na teoria da Mecéanica do Dano Continuo
proposto por Manzoli (1998), com a possibilidade de
prever o comportamento diferenciado tanto a tragcdo
quanto a compressdo. A ndo linearidade geométrica
¢ baseada na formulacdo Lagrangiana Total, em que
as equagoOes de equilibrio s@o avaliadas com relagdo
a configuragdo inicial indeformada da estrutura
(configuragdo de referéncia). Na discretizagdo dos
porticos sdo utilizados elementos de viga com dois
nos e trés graus de liberdade/nd (duas translagdes e
uma rotagao). Nas analises, considera-se que a ligagao
entre a viga e o pilar seja rigida.

O problema estrutural ndo linear é solucionado

por meio do método iterativo de Chebysheyv,
com convergéncia cubica, associado a técnica de
continuagdo Controle de Deslocamento Generalizado
(GDCM). Os sistemas de equagodes lineares gerados
da formulacdo de Elementos Finitos no ciclo iterativo
sdo solucionados pelo método direto Decomposicdo
LU. Na obtencdo do vetor de for¢a interna, o modulo
de rigidez a flexdo equivalente é obtido a partir da
determinag¢do da deformagdo especifica ¢ do dano
em cada camada de divisdo da secdo transversal do
elemento.

Problemas de estruturas de porticos encontrados na
literatura sdo analisados com o intuito de comprovar
a eficiéncia dos algoritmos implementados quanto a
obtengdo da trajetdria de equilibrio com pontos limites
de forga. Além disso, o desempenho computacional
do método de Chebyshev ¢ avaliado com base nos
parametros: numero total de incrementos de forca
(NP), ntimero total de iteragdes (k), e tempo de
processamento. As simulagdes sdao realizadas com o
software Matlab. Os resultados numéricos mostram
que a solucdao do problema ¢ alcangada pelo método
de Chebyshev com um numero menor de passos de
forga e itera¢des necessarias até a convergéncia para a

solucao, se comparado ao método classico de Newton-

Raphson.

Elemento finito de portico

Na formulagdo de Elementos Finitos considerando
a ndo linearidade geométrica, a matriz de rigidez do
elemento de portico (K ) com seis graus de liberdade
¢ dada pela seguinte expressdo escrita no sistema de

coordenadas locais (CARVALHO, 2010):

K = Kg + K¢, (1)

na qual K é a matriz de rigidez que contabiliza a
parcela de energia de deformagdo elastica devida a

flexao dada por:
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EA 0 0 EA 0 0 1
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12EI 6EI 12EI 6EI
o T 1 2 T3 732
L‘D L‘D L‘D LD
6ElI 4EI 6ElI Z2EI
— Ln: Ly Ln: Ly
. =4 1] 4] =4 4] 0 (2)
Lp Lo
12EI 6EI 12EI EEI
Ly? Ly’ Ly? Ly?
&EI 2EI 6EI  4EI
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e K, ¢ a matriz de rigidez geométrica representada

por:
0 0 0 0 0
0 6 1 6 1
5L, 10 5L, 10
o L 2 4 1 L
10 15 10 30
KG_NO 0 0 0 o0 o | ©)
0 6 1 6 1
5L, 10 5L 10
1 Lo 1 2L
0 % "3 ° 10 15

Nessas matrizes, L, € o comprimento indeformado,
I ¢ o momento de inércia, A é a area da secdo
transversal, N ¢ a for¢a normal, ¢ E é o modulo de
elasticidade longitudinal para o material danificado

descrito pela seguinte equagdo:
E=Ey(1—dl 4)

em que E € 0o modulo de elasticidade longitudinal para
o material integro (ndo danificado), e d € [0,1] é a
varidvel dano. O vetor de forga interna elementar (F )

¢ determinado por:
1 _ LD
Fa = f BTDe— dt (5)
-1 &

na qual B ¢ a matriz de deformacdo-deslocamento, &
¢ o vetor de deformacgdes, e D é a matriz constitutiva

dada por:

EA O
o EU (6)

No sistema de coordenadas globais, a matriz de rigidez

D=

(K,) e o vetor de forca interna (F,) elementares sdo
determinados por, respectivamente:

K. =TTK,T. (7)
F, = TF,. (®)

A matriz de rotagdo T ¢ representada por:

dx dy 0
Ly Lg 00 0
dy dx 0 0 0
Ly Ly 000
_|1 0 0 1
T= ax dy | ©)
0 0 0 Ly Lg
0 0 0 dy dx 0
000 Ly Lg
0 0 1!

Na Equagao (9), dx e dy sdo as diferencas entre
as coordenadas nos nos referentes as configuragoes do
elemento finito deformado e indeformado (inicial). A

cada iteragdo k as coordenadas nos nos sdo atualizadas.

Modelo constitutivo do material

Para descrever o comportamento do material,
utiliza-se um modelo baseado na Mecanica do Dano
Continuo proposto por Manzoli (1998). Para o caso de
um elemento unidimensional submetido a uma forga
axial, a tensdo efetiva 7 ¢ expressada por:

g = Epe. (10)

O limite de dano inicial r, ¢ uma propriedade do
material e pode ser relacionado a tensdo limite de
proporcionalidade f e a0 modulo de elasticidade E da

seguinte forma:

(an

Define-se a norma da tensdo efetiva T(&) por:

(12)

(7)) =

A partir das relagdes de Kuhn - Tucker, o limite
de dano r ¢ avaliado pelo maximo valor da variavel t

durante o processo de carregamento, tal que:
(13)

Com a combinacdo das Equagdes (10) e (12), a

r = max(ry, ).

variavel t ¢ obtida em termos da deformagdo especifica
€ por:
() = Eq . (14)

A variavel de dano d ¢ escrita em funcao do limite

de dano por:
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r—ry

d:—r(1+H}' (15)

Variando-se a funcdo que descreve o moddulo
H na Eq. (15), tem-se na Figura 1 os seguintes
comportamentos  constitutivos: (a) o regime
elastodegradavel perfeito (perfeitamente plastico); (b)
o encruamento linear positivo (endurecimento); (c) o
encruamento linear negativo (abrandamento); e (d) o
abrandamento exponencial.

A tensdo normal (o) ¢ avaliada da seguinte forma:

g =(1 - d)Eg= (16)
Figura 1 - Comportamentos constitutivos em fung¢do do
modulo H.
o (4]

H=0

H = constante H = constante

a¥
:\':‘r

(@ ®)

H=exponencial

H = constante

oY

© @ e
Fonte: Pedrini (2008).

Para o caso de um procedimento incremental, o
dano d no passo de forga t+At e iteragdo k pode ser
obtido a partir da deformagdo especifica (¢) avaliada
em cada camada de divisdo i da secdo transversal
da viga (no ponto de Gauss correspondente na
integragdo numérica), por meio do algoritmo do
modelo constitutivo de dano diferenciado a tragdo ¢ a

compressao mostrado a seguir (Algoritmo 1).

Algoritmo 1: Modelo de Dano

1) Calcular = |I|E[:I gk-1]
2) Se gD >0 (tragdo)
Set®>r,
0 = ¢k
senao
o =r,
Fim
l'm — Iyt

lcular ¢®¥ = — %
Calcular d T H)

Fim

3) Se gV <0 (compressio)
Set0>r
Oc
I
senao
9 =
™ =r
Fim
l'm — Ipe

lcular @® = —— % _
Calcular d BT H)

Fim
4)Se gV =0, d¥=0  Fim
5)Sed®=1 d¥=1  Fim
6) Sed¥ <0 d®¥=0 Fim

Os limites de dano inicial r e r, sdo referentes
a compressdo e a tragdo, respectivamente, € O0S
moédulos H e H, referem-se a compressao e a tragdo,

respectivamente.
Modulo de rigidez a flexao equivalente

Para a determinacdo do mddulo de rigidez a flexdo
equivalente (EI), a se¢do transversal do elemento
estrutural (viga ou coluna) ¢ dividida em nc camadas
de mesma espessura, conforme o desenho esquematico
na Figura 2. O momento de inércia da camada i (1)) €
calculado, de acordo com o Teorema do Eixo Paralelo,
por (SOUZA, 2013):

_boi—n-o)?
12

(17)

L _3"1—1)2’

+ b0 — ¥i-1) (lﬁ—1 +I
i=1,-,nc

Na Equagdo (17) b ¢ a largura da seg@o transversal
retangular, € y, ¢ a coordenada da i-ésima camada a
partir do centroide da secdo. A rigidez EI ¢ avaliada
por:

El =L EI = E;EY, (1 —4,),. (18)

Na obtencdo do vetor de for¢a interna, o mddulo
de rigidez a flexdo equivalente ¢ avaliado em cada
ponto de Gauss na integragdo numérica (método
de Quadratura Gaussiana). No procedimento de
célculo desse moddulo, supde-se que a linha neutra
esteja localizada no centroide da secdo transversal. A
danificagdo da camada i da segdo transversal inicia (d,
> 0) quando o valor de t, avaliado segundo a Eq. (14),
atinge o valor do limite de dano inicial r, obtido da Eq.
(11) (ver Algoritmo 1).
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Yooz N
Vocr1 camada nci2
y2 ; h-ye
T camada 1 h - altura da secédo
Yeez, 11 —+ b - largura da secdo
L camaianciHl ye - localizagio do centroide
Yae2:2 Ya
Yeert camada nc 1y
v N} z*]_

Método de solucao nao linear

A equagdo que governa o equilibrio estatico do
sistema estrutural pode ser escrita por (MAXIMIANO,
2012):

em que g € o vetor de forcas desequilibradoras, F,

(19)

¢ o vetor de forcas internas (avaliado em fungdo do
vetor de deslocamentos totais u nos pontos nodais
da estrutura), e A ¢ o parametro de forga responsavel
pelo escalonamento do vetor F , sendo este um vetor
de referéncia e de magnitude arbitraria. A estimativa
para o deslocamento residual du ¢ determinada pelo

seguinte sistema de equagdes:

K{u =g,

na qual K é a matriz de rigidez representativa do

(20)

sistema estrutural no referencial global. Conforme
Crisfield (1991), os deslocamentos residuais sdo

definidos como a soma de duas componentes:

ou = Eug + &Ldu,, (21)

em que O\ ¢ o subincremento de forca que deve ser
avaliado ao longo do ciclo iterativo; ¢ du, ¢ du, sdo
obtidos por, respectivamente:

du; = [{'lg,
su, = K~'E.

O parametro de forca total A ¢ atualizado no passo

(22)

(23)

de forga t+At ¢ iteragdo k por:
Al — a(k-1) | galk) (24)
A determinagdo do subincremento de forga iterativo
(6AW) ¢ fungdo da estratégia de iteragédo ou da equagio

de restricdo imposta adicionalmente ao problema ndo

linear. O problema estrutural dado pela Eq. (20)

¢ avaliado de forma incremental e iterativo, ou seja,
para uma sequéncia de incrementos do parametro de
forga A é determinada uma sequéncia de incrementos

de deslocamentos nodais u.

Técnica de continuac¢do

A técnica de continuagdo Deslocamento
Generalizado (GDCM) foi apresentada por Yang e
Shieh (1990), e consiste na utilizagdo de um parametro
geral de rigidez (GSP) definido pela seguinte equagdo

(RODRIGUES et al., 2008):

(25)

sendo 'du ® o vetor de deslocamentos da primeira
iteragdo referente ao primeiro passo de forga, ‘Ou
vetor de deslocamentos do passo de forca anterior, e
“2ou @ vetor de deslocamentos da primeira iteragdo
do passo de forca corrente. Para a iteracdo k > 1, o
subincremento de for¢a dA% no passo t+At é calculado
por:

u, 5,

sa = — (26)

T R .
'5u, 6u,™

Hé4 possibilidade de que o deslocamento tangente
tenda ao infinito em pontos proximos a um ponto limite
da trajetéria de equilibrio. Para evitar que isso ocorra,
limitou-se este deslocamento a um valor méximo 6u__,
de forma que se [|8u| > Su__ , entdo (KRENK, 1995):

Eum&x
|5u®]

Uma estratégia adaptativa que pode ser muito

Eu':kj = ﬁu':k] . (27)

util no emprego da técnica de controle iteragdo ¢ a
determinagdo automatica da variagcdo do subincremento
de forga inicial (6AV), que consiste em, ao final do
passo de forca correspondente, monitorar o nimero
de iteragdes requeridas para a convergéncia (N,) da
técnica iterativa e comparar esse nimero com um

valor 6timo (N . ).
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Por meio dessa monitoragdo, o parametro de forga
inicial ¢ determinado da seguinte forma no passo t+At

(RAMM, 1981; CRISFIELD, 1991):

A0 = ¢ ||N':"'J iﬁlil}m_ (28)
1’| Nit
Com o objetivo de limitar os processos iterativos,
dois critérios de convergéncia sdo estabelecidos: um
referente aos deslocamentos e o outro as forgas.
O critério de convergéncia para os deslocamentos

deve obedecer a seguinte desigualdade:

||
®] == 29

em que o numerador ¢ a norma euclidiana do vetor
de incremento de deslocamento, € o denominador €
a norma ecuclidiana do vetor de deslocamento total,
referentes a k - ésima iteracgao.

O critério de convergéncia para forcas deve

obedecer a relagéo:

lg" () Il < (.
Método iterativo de Chebyshev

(30)

Os métodos iterativos da familia Chebyshev -
Halley sdo descritos pelas equagdes (STEIHAUG;
SULEIMAN, 2013):

ul = ulk-1) 4 sull 4 EYU‘}, 31

5y® = 1@ 0) (1@ ) s, (32)

em que Su® = &u, ™ +2.% 8u,™  y ¢ um parametro
real, e I ¢ a matriz identidade. Neste trabalho, a matriz
L ¢ aproximada por:

[Ku®™) + K]

Lu®) = K®*)-1 5

(33)

Fazendo y = 0 na Eq. (32), obtém-se o método de
Chebyshev (HERNANDEZ; GUTIERREZ, 1997):

ul) = uF-1) 3 suld 4 %L{u@—l}l}sllm_ (34)

No método de Chebyshev sdo necessarias mais
operagoes do que no método de Newton-Raphson. No

entanto, a taxa de convergéncia do método de

Chebyshev ¢é cubica, ao passo que o método de
Newton converge quadraticamente. Assim, o maior
esforco necessario para cada etapa do método de
Chebyshev pode ser compensado se menos iteragdes
sdo necessarias para obter a precisdo desejada. O
algoritmo para o método de Chebyshev associado
a estratégia de continuagdo GDCM ¢ apresentado a
seguir.

Algoritmo 2: Método de Chebyshev associado a
técnica GDCM

1) Para a iteragdo k = 1

1.1) Calcular a matriz de rigidez K©

1.2) Calcular 5u,® = k@',

1.3) Para o primeiro passo de for¢a (n = 1): oAt =
GSP = 1.

1.4) Para os demais passos de for¢a (n >1):
15'-%':1:: 1gm 0

tg U, 't+_".t§u1_

5 = l'_”;ﬂm 152!

gt 1t
Se GSP < 0, multiplicar A" por -1 para mudar o sentido de

crescimento do pardmetro de forca

(g0 e

G5P =

1.5) Calcular a corregao do vetor deslocamento
sult) = E}.':ljBuT':":'

2) Para a iteragdo k > 1

2.1) Calcular o vetor de forca interna F®
2.2) Calcular a matriz de rigidez K&V

2.3) Calcular o vetor de forca residual g®
2.4) Calcular

Eur[kj _ E.jk—l:.‘ll;-
- T
2.5) Calcular
Eug':k:' — En:k—l:-‘lgn:k_w
2.6) Calcular a corre¢do do parametro de forga:
T. &
S0 _ 3 Buy
L = T
tBu,l. EuT'E'
2.7) Calcular a corre¢do do vetor deslocamento:
su® = su, ™ + 5. Wgu, ™
- - Bz, .
A su® — X 1500
2.8) Se Hﬁu"k‘ || >8u_, ., entdo jou®]
© E':k—n_l(x':m +K0D)
2.9) Calcular = 2
2.10) 8y® = 1/2 L® gu®
2.11) Atualizar os parametros totais:

J',_':k." — _;,_':k—if' + 5;,_':1"3

u® = 1 4 gul® 4 gy
2.12) Repetir os passos 2.1 a 2.11 até que
[

|
o = D
[u] "=

g™ < ou
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No processo incremental e iterativo de Newton-
Raphson (NR), os passos 2.9 ¢ 2.10 do Algoritmo 2 ndo
sdo executados, ou seja, a parcela dy® ndo é avaliada

e o deslocamento total no passo 2.11 ¢ atualizado por:

u[k} = u_[l'l_i} + ﬁu[k} 35
Simula¢ées numéricas
Nesta secdo s3o apresentados os resultados

numéricos de problemas de poérticos planos com
ndo linearidade geométrica ou fisica encontrados
na literatura, obtidos com os métodos iterativos de
Chebyshev e Newton-Raphson (NR). Em todas as
simulagdes, considerou-se o numero de iteragdes
desejadas (N, )igualaS5. O peso proprio das estruturas

¢ desprezado nas simulagdes.

Portico com ndo linearidade fisica

Seja o problema de um poértico simples biengastado
com 6,0 m de largura ¢ 3,0 m de altura e sujeito as
forgas concentradas P, e P,, segundo o desenho
esquematico apresentado na Figura 3. A viga do portico
tem segdo transversal retangular (0,30 x 0,40) m? ¢
os pilares se¢do transversal quadrada (0,30 x 0,30)
m?. O material que constitui os elementos estruturais
apresenta comportamento perfeitamente plastico
(Figura la). Este problema foi estudado por Lourengo
(1999). Na Tabela 1 sdo apresentados os parametros
considerados no Modelo de Dano ¢ na estratégia de
continuagdo GDCM.

As se¢des transversais dos elementos estruturais
foram divididas em 20 camadas de mesma espessura.
Na discretizagdo por elementos finitos foram utilizados
16 elementos finitos de portico, sendo quatro elementos
para cada pilar ¢ oito para a viga. As trajetorias de
equilibrio (deslocamento horizontal né 5 versus fator
de forca A) obtidas com os métodos de solucdo de

Chebyshev e de NR sdo apresentadas na Figura 4.

Figura 3 - Modelo estrutural do pdrtico simples
biengastado.

P:

r :

—-

1 17
SR SRR

Fonte: o proprio autor.

Tabela 1 - Parametros do Modelo de Dano e da técnica
GDCM.

Modelo de Dano GDCM
1B =10,903
E,=200,0 GPa AP, =100,0 kN
f,, = £, =200,0 MPa AP, =150,0 kN
H,=H =0 du . =0,01
{=10x10*

Fonte: o proprio autor.

Observa-se, na Figura 4, que as curvas obtidas
com os algoritmos implementados aproximaram-se
da obtida por Lourengo (1999), validando os mesmos
quanto a analise ndo linear fisica. O fator de for¢a (L)
correspondente ao limite de elasticidade da estrutura
obtido nas simulacdes foi igual a 6,61407 para ambos
os métodos, com um erro relativo percentual de 0,05938
% se comparado ao fator teérico (A= 6,618). Na Tabela
2 sdo apresentados os valores para os niimeros totais
de passos de for¢a (NP) e de iteragdes acumuladas (k)
e o tempo de processamento (em segundos), obtidos

das simulagdes com os métodos implementados.

Tabela 2 - Resultados numéricos.

Método numérico NP k, Tempo (s)
NR 47 578 5,736454
Chebyshev 30 327 3,262929

Fonte: o proprio autor.
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Figura 4 - Trajetorias de equilibrio.
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m H H : s *
w 4 ; ; ; O  Lourenco (1999)
T T S —&—NR N
—#— Chebyshev
2 T s S P SLEEEE LS S L |
0 I I I I I I I
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

Deslocamento horizontal (m)
Fonte: o proprio autor.

Portico com ndo linearidade geométrica

Para verificar a teoria de ndo linearidade geométrica
implementada neste artigo, considere o portico
constituido por duas barras de igual comprimento
rigidamente interligadas, com apoios nas extremidades
que impedem as translacdes e rotagdes no seu plano,

conforme ¢ mostrado na Figura 5. Esse portico foi

estudado por Willians (1964).

Figura 5 - Modelo estrutural do portico de Willians.
P

12543 m

12943 m !

[

1
- e
' 1

Fonte: o proprio autor.

As barras possuem os seguintes parametros: médulo
de elasticidade longitudinal E; = 1,03 x 107 Pa e 4rea
da secdo transversal retangular A = (0,253 x 0,753)
m?2 Supde-se que o material tenha comportamento
elastico linear. Para a simulagdo com a estratégia de
continuagdo GDCM foi adotado o subincremento de
forga inicial '80" = 3,2, o incremento de forga AP =

2,0N, 6u_, =0,05, e a tolerdncia { = 1,0 x 10~

Devido a simetria quanto ao carregamento ¢
geometria, foi discretizada apenas metade da estrutura.
A malha consiste de 16 elementos finitos de portico e
17 nos.

Na Figura 6 sdo apresentadas as trajetérias de
equilibrio (deslocamento vertical no ponto de aplicacdo
da forga versus forga P) obtidas com os métodos de
solucdo de NR e de Chebyshev. Observa-se, nessa
figura, que as respostas preditas pelos algoritmos
implementados obtiveram boa concordancia com a
solucdo obtida por Galvao (2000), apresentando dois
pontos limites de forga na trajetoria. Pontos limites
de for¢a sdo pontos extremos (pontos de maximo ou
minimo) no caminho de equilibrio, em que a tangente
¢ horizontal.

Na Figura 7 é apresentada metade da estrutura do
portico nas suas configura¢des indeformada (posi¢ao
inicial) e deformada (posicdo final). Na Tabela 3
aparecem os resultados numéricos (NP, k e tempo de

processamento) das simulagdes.

Figura 6 - Trajetorias de equilibrio.
50

s S S S .

______ 0O Galvde (2000) | |

T——nr
] O N S SR A S —— Chebyshev | ____|
i i i i i i
01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 07
Deslocamento vertical (m)
Fonte: o proprio autor.
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Figura 7 - Configuragdes indeformada e deformada
para metade da estrutura.

0.4 ! T ! ! !
] SR S— b e R

et R fooeees b

s [ —&— Configuragéo inicial e
: : —+— Configuragdo deformada

03 I i I I I I
0
Fonte: o proprio autor.

Tabela 3 - Resultados numéricos.

Método numérico NP Kk, Tempo (s)
NR 29 152 0,260274
Chebyshev 20 130 0,253737

Fonte: o proprio autor.

Portico com ndo linearidade geométrica
e fisica

Seja o portico simples biengastado, proposto
por Elias (1986), sujeito as forgas concentradas P
= 1,556877 x 10° kN (350,0 kip) e P, = 4,44822 kN
(1,0 kip), conforme ¢ mostrado na Figura 8. Este
exemplo numérico foi estudado por Branco (2002)
e Corelhano (2010). As segdes transversais dos
elementos estruturais foram divididas em 20 camadas
de mesma espessura. Na discretizacdo da estrutura
foram utilizados 18 elementos finitos de portico (seis

elementos para cada pilar e seis para a viga).

Figura 8 - Modelo estrutural do portico simples biengastado.

P: ‘P:
= T = PILARES e VIGA
P: 13
0,023114 m (0,91 in})
6 barras =
= _
] £
B E o
8 8 )
e I £
o
1 19 5
—_— e —F &
| | °
kil " 4l
6,096 m (240 in})

Fonte: adaptada do Branco (2002)

Na Figura 9 sdo apresentadas as curvas deslocamento
horizontal no n6 7 versus fora P, para as andlises com
os métodos de NR e de Chebyshev considerando a nao
linearidade geométrica (NLG) e as néo linearidades
geométrica e fisica (NLGF). Supde-se que o material
tenha comportamento elastoplastico com encruamento
positivo (Figura 1b) variando-se o valor de H. Os
parametros do Modelo de Dano e da técnica GDCM sio

apresentados Tabela 4.

Tabela 4 - Parametros do Modelo de Dano e da técnica
GDCM.

Modelo de Dano GDCM
15\ = 4,0
E, =206,8427 GPa (3,0 x 10 ksi) AP =155,6877 kN
f,, = f,, = 137,8951 MPa (20,0 ksi) AP, = 0,4448 kN
H=0,1 0ou0,5 du =045
¢=1,0x 10*

Fonte: o proprio autor.

Vé-se na Figura 9 que os resultados numéricos
obtidos com o programa desenvolvido se aproximaram
dos obtidos por Corelhano (2010) quanta a anadlise
NLG. Quando se

comportamento elastopldstico, observa-se que a rigidez

supdbe que o material tenha

da estrutura diminui em fun¢ido do processo evolutivo
de microfissuragio (d > 0), aparecendo nas trajetorias de
equilibrio um ponto limite de for¢a. A forca de colapso
de um sistema estrutural pode ser significativamente
alterada quando se introduzem na andlise mais de
um efeito ndo linear. Na Tabela 5 sdo apresentados os
resultados numéricos para as andlises considerando a

NLG,
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e nas Tabelas 6 e 7 as andlises com NLGF supondo H =
0,5 e H = 0,1, respectivamente.

Figura 9 - Curvas deslocamento horizontal versus forga
para as analises NLG e NLGF.

1600 ,

1400
1200

1000 {--------

O Corelhano (2010)
— & NR(NLG)
—&— NR (NLGF: H = 0.,5)
—#— NR (NLGF: H=0,1)
—#— Chebyshev (NLG)
—%— Chebyshev (NLGF: H=0.5)
—+— Chebyshev (HLGF: H = 0.1)

i i i i
0.03 0.04 0.05 0.07
Deslocamento horizontal (m)

0.08

Fonte: o propio autor.

Tabela 5 - Resultados numéricos (NLG).

Método numérico NP k, Tempo (s)
NR 19 103 1,182298
Chebyshev 15 114 1,811370

Fonte: o proprio autor.

Tabela 6 - Resultados numéricos (NLGF - H, = H =
0.5)

Método numérico NP k, Tempo (s)
NR 30 380  17,551341
Chebyshev 18 172 8,583506

Fonte: o proprio autor.

Tabela 7 - Resultados numéricos (NLGF - H = H, =
0,1).

Método numérico NP k, Tempo (s)
NR 42 1032 50,633312
Chebyshev 25 492 25,904728

Fonte: o proprio autor.

Analise dos resultados

Os métodos da classe Chebyshev-Halley sédo
muito atrativos para resolver problemas ndo lineares
por terem taxa de convergéncia cubica, entretanto
sdo computacionalmente caros por dois motivos: a
necessidade de se obter a matriz L a cada iteracdo; e

resolver de forma exata dois sistemas lineares - calculo

de du e oy nas Eqgs. (31) e (32), respectivamente.

Apesar da iteragdo do método de Chebyshev ter um
custo computacional maior em comparagdo com a do
método de NR, os tempos de processamento obtidos
das simulagdes foram inferiores com aquele método,
exceto para a simulacdo considerando a NLG no Gltimo
problema. A diminui¢do dos tempos ¢ explicada pela
solucdo dos problemas ser alcancada com um nimero
menor de passos de forga e iteragdes acumuladas até
a convergéncia para a tolerancia requerida, visto que
menos resolucdes de sistemas de equacdes lineares
(gerados da formulacdo de Elementos Finitos a cada
iteragdo) e menos atualiza¢des da matriz de rigidez K
e do vetor de forga interna F, sdo necessarias ao longo
do processo.

Nota-se que na iteracdo do método de Chebyshev
¢ utilizada a mesma matriz de rigidez para a solucdo
dos sistemas de equagdes lineares; assim, estes
sistemas podem ser solucionados via decomposicao
(por exemplo, decomposicdo LU ou fatoragdo de
Cholesky), uma vez que uma tinica fatoragdo no inicio
da iteracdo € necessaria.

Com a aproximagao proposta neste trabalho para
a matriz L, as analises nao lineares com o método de
Chebyshev mostraram-se promissoras. O calculo dessa
matriz ¢ relativamente simples, e envolve a matriz de
rigidez computada no inicio do passo de for¢a (K®) e a
matriz de rigidez corrente computada no ciclo iterativo
(K®), além da determinacdo da inversa dessa matriz.
Observa-se, no entanto, que ndo ha necessidade de se
calcular essa inversa - pode-se, por exemplo, utilizar
a ultima decomposi¢do LU da matriz K® que nio se
altera na iteragdo k.

A matriz de rigidez do sistema estrutural K ¢
caracterizada por um elevado indice de esparsidade.
Melhor eficiéncia numérica da metodologia proposta
pode ser obtida por meio de algoritmos que armazenam
os coeficientes nfo nulos presentes na matriz, ¢
efetuam operagdes entre matrizes e vetores com estes
coeficientes evitando, dessa maneira, os calculos

redundantes envolvendo elementos nulos.
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Conclusoes

A partir dos exemplos numéricos de porticos
planos estudados, destaca-se a boa concordancia
entre os resultados obtidos e os da literatura no
que tange a obtencdo das trajetorias de equilibrio,
validando o co6digo computacional desenvolvido. A
consideracdao dos efeitos das ndo linearidades fisica e
geométrica na analise pode afetar significativamente o
comportamento pré-critico e a capacidade de carga da
estrutura.

A crescente simulagdo de modelos estruturais
complexos,pormeiodo MEF, temexigidoamanipulacao
de grande quantidade de dados, que ¢ intrinseco
ao método, bem como a procura da diminui¢do do
tempo de resolug¢do do problema estrutural. Observa-
se um melhor desempenho computacional com o
procedimento incremental e iterativo baseado no
método de Chebyshev em comparacdo com o método
classico de Newton-Raphson. O custo computacional
para a resolugdo dos sistemas de equagdes lineares
gerados da discretizagdo pelo MEF a cada iteragdo
costuma a ser, em geral, o mais dispendioso durante
o processo. Sendo assim, com a redu¢do significativa
de passos de forgas e iteragdes até a convergéncia para
a solucdo, o tempo de processamento para se obter a

resposta da analise estrutural pode diminuir.

A técnica de Controle de Deslocamento
Generalizado (GDCM) mostrou-se eficiente na
obtengdo das trajetérias de equilibrio em que

apresentaram pontos limites de forga. O pardmetro
geral de rigidez (GSP) utilizado para a verificagcdo da
mudanca do sinal do incremento de forca na passagem
por pontos limites forneceu resultados com razoavel
precisao.

Uma barreira no uso corrente de modelos ndo
lineares esta relacionada aos problemas numéricos e
instabilidades na convergéncia que podem surgir em
virtude de diversos refinamentos de modelo. Isso ocorre
por conta da calibracdo dos pardmetros necessarios

nesses modelos, sendo oneroso o processo, visto que

diversas analises preliminares devem ser feitas antes
de realizar o estudo final da estrutura.

Deve-se ressaltar que os problemas de pdrticos
estudados sdo de pequena escala no contexto
computacional atual, pois possuem menos de 100
graus de liberdade. Em vista disso, analises numeéricas
de problemas com numero maior de graus de liberdade
sdo indispensaveis, a fim de se verificar o desempenho
computacional do algoritmo proposto com o método
de Chebyshev.

Além disso, sugere-se para desenvolvimentos
futuros: a implementacdo de algoritmos que permitam
efetuar ciclos de carregamento e descarregamento;
aplicar outros métodos iterativos para a solucdo ndo
linear do problema estrutural, como os métodos de
Potra-Ptak, do Ponto Médio e de Chun; e adequar
o codigo implementado para estudos em analise
dindmica. Em adi¢do, a determinagdo da rigidez a
flex@o equivalente com a divisdo da segdo transversal
em camadas permite realizar simulag¢des de problemas
de poérticos com elementos estruturais compostos
por mais de um tipo de material e com diferentes
comportamentos constitutivos; por exemplo, vigas e
pilares de concreto armado refor¢ados com camadas
de PRFC.
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