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Solucoes da equacao de difusao de calor em regime transiente:
Aprendendo matematica com diferentes métodos de solucio

Transient solutions to the heat diffusion equation: Learning
mathematic from different solution methods
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Ladislau Vieira Teixeira Tavares®

Resumo

Problemas envolvendo a dindmica de processos de esfriamento ou aquecimento de sistemas fisicos sao
de grande importancia em varias situacdes de interesse tecnoldgico. Solugdes dependentes do tempo
da equagdo de difusdo do calor, para uma série de sistemas fisicos, apresentam-se na forma de séries
infinitas de fun¢des analiticas, o que torna a analise dos varios aspectos da solu¢do uma tarefa nao
muito facil. Neste trabalho, solugdes transientes da equacao de difusao do calor, para um sistema finito,
unidimensional e homogéneo, sdo apresentadas para dois diferentes conjuntos de condigdes de contorno.
A influéncia das condi¢des de contorno sobre a evolucdo temporal de processos ¢ explicitada e alguns
aspectos das solugdes sao discutidos. Por comparagao de resultados obtidos por diferentes métodos de
solu¢do, relagdes matematicas ndo usualmente encontradas na literatura sdo apresentadas, provadas,
ou verificadas com auxilio computacional. A possibilidade de utilizacdo dos resultados obtidos em
problemas mais complexos ¢ discutida.
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Abstract

Problems involving the dynamics of heating or cooling physical systems submitted to boundary
conditions are of great importance in a wide range of technological applications. Transient solutions

to the heat diffusion equation, for a series of physical systems, are given by infinity series of analytical
functions, which makes the analysis of the various aspects of the solution a not easy task. This work
provides solutions to the heat diffusion equation in one-dimensional and homogenous systems when
submitted to certain boundary conditions. The influence of the boundary conditions on the temporal
evolution of the system is explained and some aspects of the solutions are discussed. By comparison
of “apparently” different results obtained by using different mathematical methods, some identities are
obtained, proved analytically, or verified using computational help. Also we discuss the possibility to
analyze more complex systems by using the present results.
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Introduciao

Problemas envolvendo a dindmica do
aquecimento ou resfriamento de sistemas fisicos
submetidos a certas condi¢des de contorno sdo
de grande importancia em um espectro amplo de
situacdes. Desde casos simples como o esfriamento
de alimentos (DINCER, 1995), onde a temperatura
de cada parte do sistema precisa ser controlada,
até situacdes mais complexas como os reatores
nucleares, onde existe uma fonte de calor dependente
da posicdo e a dependéncia da reatividade do reator
com a temperatura requer um bom conhecimento
da dinamica desta quantidade, tanto por questdo de
eficiéncia, quanto de seguranca (KESSLER, 2009).
Solugdes para a equagdo de difusdo do calor em
regime estacionario, de um modo geral, sdo faceis
de serem obtidas para uma série de sistemas fisicos.
Uma vasta literatura com resultados conclusivos
para sistemas em uma, duas ou trés dimensoes,
homogéneos ou compostos, pode ser encontrada
facilmente. Conhecer a dindmica do aquecimento de
um istema, desde o inicio do processo, até a condi¢ao
de equilibrio ser estabelecida, no entanto, ndo ¢ uma
tarefa facil para a maioria dos sistemas analisados.
Sistemas unidimensionais idealizados, homogéneos,
infinitos ou semi-infinitos, apresentam solugdes
dependentes do tempo para a equagdo de difusao,
ditas transientes, as quais podem ser encontradas por
diferentes métodos de solucdo. Seja pelo método de
mudanga para uma variavel de similaridade, ou pelo
método de Laplace, as solu¢des apresentam-se na
forma de fungdes analiticas expressas de uma forma
“fechada”. Solugdes para sistemas unidimensionais
compostos pela juncdo de materiais diferentes e
semi-infinitos apresentam esta mesma propriedade.
Para sistemas com dimensdes finitas, mesmo que
homogéneos, as solugdes transientes sdo obtidas
na forma de uma soma infinita de funcdes. Os
elementos que compdem estas séries dependem do
método utilizado, séries de fungdes caracteristicas,
no caso da solugdo via separa¢do de variaveis, ou
série de fungoes erro, quando o método de Laplace ¢
utilizado. Em ambos os casos aspectos interessantes

das solugdes ndao podem ser compreendidos sem
a ajuda, por exemplo, de auxilio computacional.
Os principais métodos de solugdo da equagdo de
difusdo do calor sdo abordados nas referéncias
(ARFKEN, 2001; BUTKOV, 1978; CARSLAW,
1959). Solugdes em situagdes em que existem fontes
internas ao sistema sdo geralmente tratadas pelo
método de Green (MORSE, 1953). Sistemas finitos
compostos apresentam ainda maior complexidade e
solugoes analiticas em forma de séries de fungdes
caracteristicas sO sdo possiveis para conjuntos
particulares de parametros fisicos dos sistemas
(CARSLAW, 1959; MONTE, 2000). As solugdes
transientes da equacao de difusdo do calor, quando
o problema ¢ abordado via método de separagdo de
variaveis, sdo escritas como uma somatoria infinita
de fungdes caracteristicas do sistema, compativeis
com as condi¢des de contorno impostas ao
sistema, multiplicadas por certos coeficientes. Tais
coeficientes sdo tais que a solucdo, quando t tende
a zero, converge para a distribui¢ao de temperatura
do sistema no instante inicial, condi¢do inicial.
Encontrar os coeficientes adequados para dadas
condigdes iniciais ¢ uma tarefa que exige certo
cuidado. Solu¢des ndo derivaveis em t igual a zero,
bem conhecidas em analise de Fourier, sdo comuns
de serem encontradas e sua interpretacio precisa ser
efetuada.

Conhecer a forma exata da fun¢do distribui¢ao
inicial f(x,0), a qual deve ser objeto de uma expansao
em série de Fourier, também exige atencdo e uma
certa experiéncia. Adicionalmente, dependendo
do método abordado para a obtencao da solucao,
ou do ataque ao problema dentro de um mesmo
método, solugdes aparentemente diferentes sdo
encontradas. Para completeza do entendimento do
problema, a demonstragdo da equivaléncia entre as
solucdes é necessaria, ¢ isto nos leva a identidades
matematicas interessantes € ndo encontradas na
maioria de livros e tabelas de relagdes matematicas.
Neste cenario, o estudo da difusdo de calor em
regime transiente em sistemas unidimensionais,
apresenta-se a estudantes de graduacdo e iniciantes
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em atividades de pesquisa, como um 6timo campo
para aprendizado de técnicas de solucao de equacdes
diferenciais e utilizacdo de apoio computacional na
compreensao de resultados. No presente trabalho as
solugdes transientes da equacao de difusdo de calor
para um sistema homogéneo e unidimensional sao
apresentadas para diferentes condi¢des iniciais do
sistema. A influéncia das condi¢des de contorno
do problema na dindmica da evolucdo temporal
¢ analisada. Aspectos interessantes do processo,
normalmente ndo abordados em livros textos, dada
a complexidade da andlise de solucdes quando
escritas em forma de séries infinitas, sao explicitados
via a utilizacdo de apoio computacional. Algumas
identidades matematicas sdo obtidas, demonstradas,
ou verificadas. A extensdo para problemas em trés
dimensdes ¢ discutida.

A equacio de difusido do calor

A equacao de difusdo do calor para um sistema
com condutividade térmica k, capacidade térmica
por unidade de volume c e densidade p ¢ dada por:
q@r,t) _ 1 9T@,0)

ka2 ot

onde T(r.t) ¢ a distribui¢do de temperatura, a?

ViT(r, D+ (1)

¢ a constante de difusdo, a>=k /pc e qr,t) ¢ a
taxa na qual calor ¢ criado ou absorvido por unidade
de volume. O fluxo de calor por unidade de area,
denominado densidade de corrente, é:

Jar,t) = —kvT )
Fluxo de calor unidimensional. Solu¢do pelo

meétodo de separacdo de variaveis

Para um sistema homogéneo e unidimensional
com seccdo reta transversal unitaria, trocando
calor com o meio externo somente através de seus
extremos nas posigdes ¥ =0 ¢ X =L  sem fontes
ou sumidouros em seu interior, a equacao de difusdo
escrevesse como:

92T (x,t) 1 dT(x,1)
9x2  a? ot

€)

Assumindo-se as condigdes de contorno:
Tx=0,0=T, e Tx=LD=T3>T; comT1 e
T3 constantes, e como condi¢do inicial T(x, 0) =Ty
, a solugdo independente do tempo, dita estacionaria
ou de equilibrio, Teq(¥) ¢ facilmente obtida e

resulta em:
AT
Toq) =Ty +—x; AT =T, — Ty (4)

A solugdo com dependéncia temporal T(x,0)

onde o termo transiente ¢ solugdo da equacdo de

¢ escrita como

difusdo sem fontes. As fungdes caracteristicas do
sistema sdo obtidas tomando-se T(X.t) na forma
T(x,0)=Y(@) = U(x), Substituindo-se T(X,t) na
equagdo diferencial e escolhendo a constante de
separagdo real e adequada as condi¢des de contorno

obtém-se:
1 dv()  , d2U()

o @ = o= A A0 (5)
cujas solugdes para Y (€) ¢ UX) resultam em:

Y()=e*

=
YA, 4+ Bcos VA
Ul =Asen%x (6)

Das condig¢des de contorno impostas ao sistema
a constante B resulta ser B=0 e A obedece a relacdo:

@

Asen—L=0 -—L=nm;n=12.3, ..
a a

deste modo, as fungdes caracteristicas compativeis
com as condi¢des de contorno sdo:

2,2,

n
nnx —
T.(xt) =4, sen——e I

(8)

e a expansio de Terans(X:1) em serie de funcdes
caracteristicas resulta:

Ttrans (JC, t) = 2;0:1 An sen nzr_x e 1

A condicdo inicial T(x,0) =Ty determina que
os coeficientes 4n sdo os coeficientes de Fourier da
fungdo impar de periodo 2L

AT

fO)=——Fx (10)

dados por:
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- 2T 20T

=135, .. (11)

Deste modo, a evolugdo temporal da temperatura
do sistema e a densidade de corrente sdo dadas pelas

expressoes:
TG =Ty + 5 4 Z( 2T o (T2) (12)
« zZ_2 2
AT 2KaT Xy _PTan
J= k- Y creos (Ch)e T a9)
n=1

Para T1 e T2 dados, em =% | o fluxo de calor
H em alguma seccdo reta transversal do sistema, é

dado por:

AT

H=-K— (14)

Mantendo como condicao inicial T(x,0)=Ty ¢
trocando as condi¢des de contorno para T 0,0)=T,
e a existéncia de um fluxo de calor constante H dado
em (14) penetrando o sistema na posi¢io X =L
a partir de ¢ igual a zero, apds o equilibrio ser
estabelecido, como ndo existem fontes internas ao
sistema, a solugdo estacionaria sera:

AT
Tog () =Ty + X (15)
e a densidade de corrente:
N d d T, (x)
.-'req (1) == dl =H (16)
Tomando T060 =Tog () + T (X, ) ¢

resolvendo a equacdo para a solugdo transiente via
método de separacdo de varidveis, as condicodes
de contorno

as solugoes

das funcodes

implicam em que
com dependéncia na variavel X
caracteristicas do sistema,

A A
U(x)=Asen%x+Bcos%x (17)

sdo tais que:
T0,0)=T, =B =0;

1 9T (L, 1)
= —H ~ (18)
Vi Vi Vi nm

- s—L =0; —L =5 in= 1,3,5..

Deste modo a expansdo de Ttrans(X;1) em
fungdes caracteristicas resulta:

® Ty _nznzazt
A,sen——e 417
n 2L

Ttrans (x,t) =

n=impar

(19)

onde os An sio os coeficientes de Fourier da
expansio de alguma funcio impar [ para

_ZL < X < +2L s tais que:

AT
Tirans(X,0) = —f(x)=—— x;0<x <L

T (20)

Na figura 1 estdo representadas duas funcdes
impares que estdo em acordo com esta exigéncia
para L=5 unidades de comprimento e AT =20
unidades de temperatura.

Figura 1. Fungdes compativeis com a equagao (20).
g(x) (tracejada), e f (XD (linha solida).

40+
304

20

20 4

-30

-40 -
Fonte: o proprio autor.

O calculo dos coeficientes de Fourier da
expansio de 9(X) mostra que os coeficientes
com n pares sdo diferentes de zero, em completo
desacordo com a expansao dada por (19). Para f)

estes coeficientes resultam:

8AT ni
Aﬂ: —WSETLT (21)
Deste modo as evolugdes temporais da
temperatura do sistema e da densidade de

corrente resultam em:

ATx SAT
L n?

n-1
- -z nmxy _renla’,
Z sen( ) e 4

n=impar

Te, ) =Ty +—

(z2)
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oo n-1
RAT 4K AT -1z (nﬁx) _%5 23)
T=—kp+ 0 S\2r /¢
n=13,.

Solugdo via transformada de Laplace.

Seja  F (x.5) a transformada de Laplace da
fungdo T(x, 1)

F(x,$) = L{T(x,t)}=j; e St T(x,t)dt ;Re; >0 (24)
Para o primeiro conjunto de condi¢des de
contorno e iniciais analisado anteriormente,
TO,0=T,, TLt) =T,  Tkx0=T, ,

transformada de Laplace da equagao de difusdo (3)

é escrita como:

9%F(x,5)
S F(x,$) —a? 0z Ty (25)
e as condi¢des de contorno sobre F(.5) s3o:
Ty T,
FO.9) =~ :FLS=—. (26)
Tomand !
omando r(x, §) = < 6.5
_ a? 926 (x,5)
G(x,S) =5 oxz (27)
a qual tem como solucao

6(x,$) = g(s) [Aegx 4 BE%E:: As condigdes de

contorno sobre p(y, §) implicam em que:

AT
A=-B;g®)= 5 s (28)
A [e?f' - eTL]
Finalmente F(X.$) ¢ dada por:
fc
T, AT senhﬁ X
F(r,8)=—+——%— (29)
s's NG
senh? L

Calculando a transformada inversa de Laplace
«*{F(x,5} | usando a integral de inversio de
Mellin sobre um contorno apropriado (CARSLAW,
1959), e o teorema de residuos, ou consultando uma
tabela de transformadas de Laplace, a temperatura
do sistema resulta:

]

(—1)"2AT
P
nm

n=1

22,2

ATx nmwxy _nmwan,
= _ _ L?
T(x,t)=T,+ I + ( I )e

(30)

A transformada de Laplace F (x,5) pode
ser obtida diretamente de T(X.t) dada em (22)

LT ()} = LT} + L{ALE}"-
—nznzazt}

()l

(B1)

©

—1)"2AT
+Z( ) sen
nr

n=1
e resulta:
o
) T, ATx (—1)"2AT TITX 1
Fx.9) _?+ SL + Z nm sen( L ) nZnla? (32)
=

12

Pode-se, ainda, calcular-se T(,1) de F(x,5)
por um caminho diferente. Escrevendo F(X.S5) de
(29) como:

V5 -5
xS T, AT (e?x —ET") s,
o) =2+ =5, ¢ (33)
1—-¢ =
1
Expandindo —_Z‘E‘L em poténcias de
—2v5, obtém-se e«
g a
Fos)= 24 AT N { s _ %’E[m(mnm} (34)
X, = 5 B Z e e
Usando (GRADSTEIN, 1980)
g ~kV5 k
LY ——t=erfcl— 35
[ S ! {Zv'f} (3%

onde o simbolo erfc refere-se a funcdo erro
complementar. A temperatura T (X, t) ¢ o gradiente
de T(x, 1) sio dados por:

(2n+1)L+x

AT+ =
T(x,t)=T1+Z—Z f Zavi
\'fﬁﬂ_n (1]

(Zn+1)L—x
2ayT

o du— f o du] (36)

[(Zn+1)L+x]%

- [(211+1]L—x]2}
vT(x,t) = AT {e

4a’t +e 4a’t 37
Ly (37)
Analise dos resultados
Varios aspectos interessantes podem ser

enfatizados a partir da andlise dos calculos
precedentes. Primeiramente, para valores de I1
e T2 dados e com a condi¢do inicial T(x,0) =T
, as distribui¢des estacionarias de temperatura do
sistema sdo as mesmas para os dois conjuntos de

condi¢des de contorno impostos ao sistema: (a)
TO,0=T,, , TLO=T,, ¢ @®) TOO=T
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e, a existéncia de um fluxo de calor constante H
penetrando o sistema na posi¢cdo x=L a partir de
t igual a zero. A evolugdo das distribuicdes de
temperatura do sistema ¢, no entanto, diferente,
fato devido as diferentes condi¢des de contorno
impostas ao sistema. Adicionalmente, os tempos
caracteristicos associados a cada caso, sdo também
12 412

232 =222
uma “velocidade” diferente com que o sistema

distintos, t, = , 0 que determina
tende para a solucdo estacionaria nos dois casos.
Na figura 2 sdo apresentadas as distribuigcoes

de temperatura do sistema para os dois casos
e 3T,.

a

considerados nos instantes ; — fe_ T
4

A segunda questdo refere-se as series
correspondentes as densidades de corrente, no caso
(b), Tv, dada pela expressdo (23), converge para
0 =t = o Diferentemente, asérie correspondente
a/a, dada em (13), notadamente é nio convergente
parat =0 O problema de obterem-se séries cujas
derivadas ndo convergem ¢ conhecido em analise
de Fourier e existem maneiras de contorna-los
(ARFKEN, 2001), este ndo ¢ o caso em questdo. A
presenca da exponencial negativa nos coeficientes
A0 = aﬂe—% ,paral = 0 torna a série convergente.
Nas figuras [3] sdo apresentadas as distribui¢des de
correntes do sistema nos dois casos considerados

I:T—a T e 3T,

4’ @

para Os grandes valores
de Ja para posi¢des proximas a x=L, quando
t se aproxima de zero, reflete o grande valor do

gradiente da temperatura nesta posi¢ao.

Um aspecto interessante da evolucao temporal

do sistema ¢ dado pelo comportamento da taxa

de varia¢do da temperatura com o tempo, oTC 1)

. Para o conjunto de condi¢des de contorno (a)
esta distribuicdo esta apresentada na figura [4]
para alguns valores de 7. Pode-se observar que a
distribuicdo propaga-se através do meio como
um pulso de onda amortecida. Todas as figuras
apresentadas correspondem aos valores dos
parametros fisicos do sistema L=35 unidades de

comprimento, T1 = 10 ynidades de temperatura
e AT =20

Outros aspectos interessantes, de interesse
matematico, precisam ainda ser considerados. Os
resultados “aparentemente” distintos, obtidos por
caminhos diferentes para o calculo de F(&,S),
dados em (29) e (32), leva-nos a identidade:

+,

n=1

pu
AT senh%x

ATx
s 5 SL
enhﬁ

(—1)"2AT (mu) 1 @8)
= ——sen|—|——=55 (8
SL nin L S+n m’a

12

A verificagdo desta igualdade esta apresentada
no apéndice [A].

Das expressoes (12) e (36) uma segunda

1dentidade é obtida:

az

—1 + Z( ZL)'”—SEn(njL ) - B
(211+1)L+x (Zn+1)L—x
rz!f B

2avE _uz du _ J- 2avt
0
A consisténcia da solu¢do dada em (12) com as

v dul (39)

condig¢Oes iniciais impostas € facil de ser verificada.
Tal ndo ¢ o caso da solu¢do dada por (36) ¢ esta
tarefa consiste em um exercicio interessante de
matematica que estd desenvolvido no apéndice B.
A igualdade (39) ndo pode ser demonstrada por um
caminho simples e sua validade pode ser verificada
graficamente. Na figura 5 o gradiente destas
expressoes, (13) e (37), estao apresentados.

Figura 2. Distribuicdes de Temperatura Ta(X.1) ¢

Tp(x,t) para t= f (trago curto), Ta (trago ponto),
3Tz (pontilhado) e em regime de equilibrio (linha
solida).

Fonte: o proprio autor.
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Figura 3. Gradiente das distribui¢des de temperatura

Tﬁ
To(,t) e T (5, 1) parat = 7 (trago curto), Ta (trago
ponto), 3Ta (pontilhado) e em regime de equilibrio
(linha sélida).

= ) = ;!
E &1 i % / pl
5 .. B 7
=t /- ; / /
.- 7 _/ lt
e 7
0 === P /
_——" I
. . . 0= = :
0 2 4 6 0 5
X X
Fonte: o proprio autor.
. dr(x,t) Tq
Figura 4. Distribui¢do —7— para L= 2 a

2T | 375 ¢ 474, A distribuigdo propaga-se para a
esquerda e diminui de intensidade com o tempo.

100

504

dT(xt)/dt

T
0 2 4 6

Fonte: o proprio autor.

Figura 5. Gradiente de To(X) para (=T,
. Da expressdao (13) (linha soélida) e (37) (linha
pontilhada). As curvas se superpoem.

T
0 2 4 [

Fonte: o proprio autor.

Conclusoes

Solu¢des de problemas fisicos, em regime
transiente, dadas na forma de séries de funcgdes
analiticas, sdo, pela sua propria natureza, dificeis
de serem analisadas e aspectos importantes dos
processos fisicos podem ndo se apresentar de uma
maneira clara. Neste trabalho, a solugdo da equacao
de difusdo do calor em um sistema homogéneo e
unidimensional, obtida por diferentes métodos de
solucdo, e para diferentes conjuntos de condigdes de
contorno, permite a compreensao de aspectos nao
usualmente explorados na maioria dos trabalhos sobre
o assunto. A influéncia das condi¢des de contorno
sobre a forma e “velocidade” com que ocorre o
processo ¢ claramente explicitada. Aspectos como o
comportamento da distribui¢do da taxa de variacdo
da temperatura com o tempo no interior do sistema
sdo verificados. O ataque ao problema por caminhos
distintos para obtengdo das solugdes leva-nos a
obtenc¢ao de identidades matematicas ndo usualmente
encontradas em tabelas de relagdes matematicas.
A importancia da utilizacdo de ferramental
computacional como elemento util na andlise de
aspectos fisicos dos processos e na verificacdo de
identidades matematicas ¢ enfatizada. Os resultados
obtidos, além de poderem ser estendidos para
problemas em duas ou trés dimensdes, dependendo
da simetria, ou problemas mais complexos,
constituem-se, para estudantes de graduagdo, em um
conteudo excelente para o aprendizado de técnicas

matematicas de solugdo de problemas.
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Apéndice A
Veriﬁcaqéo da igualdade

1
n_
+Z( D sen ) n2m2a?
h— S+ 12

1 senk

(41)

ou ainda, de uma forma mais resumida, como:

X
Z=E+Elx+zzx3+zgx5+--- (A6)
onde:
x{ SL 7 5213 31 §31°
Elx == - — + - -
S| e6a? 360 a* 15120 a®
, XP1 (S 1 S2L 7 §313
L,Xx°= - +
5§ 31|laz 6 a* " 360 af
Explicitando a somatdrio no lado direito de (A1)
x 2 sen% Sen% sen?
2" Ista 7s+“;§‘2 +2(5+—4”L22“2)73(s+9n;a2) T (A7)
y2q?
e definindo a quantidade S como: R

2nx 3nx

X
x 202 sen—— sen=p= sen=r=
2ot 7y ' ZAN AR
m2(1+=] 8mZ(1l+4+ 27n2 (1 +3
2 4m? 9m?

(A9)
os termos proporcionais a X,

2 3
lllll x 217 TX y? y? y?
Z“_EJrW{_T L= t\w) ) *

+2L2 2mxr y? i ye N
m3a2| L |8 32?12 128m* 512115

_ 2L {3??_1[1 __y* ryt ]l

ou

212 1 27X y2 y2\? y2\?
+m§[*S€”T[1*m—z+(m—z) *(m—z) et

. nmx - -
Expandindo sen—— em série de poténcias e coletando

Usando as expansdes das fun¢des seno hiperbélico * e T2z 1 L |27 3572z Y3772 39ﬂ &

cossecante hiperbélica X + -+ 4 termos em outras poténcias de x “re
o x¥ x5 x7 ou, rearranjando estes termos,

senh x _l+§+§+ﬁ+'" (42) Z_ X .\ 2Ly _1+1 + 1 .

1 x 7x®  31x5 © LS " nmia? 4 9 16
COSSEC]J.]..:E—— %_m (AB) % (All)
O lado esquerdo de (A1) escreve-se como: 2Lx y? 1 1 + 1 1 "

) 5 3 m2a?2 m?2|_ 16 81 256
;{gﬂé(gx) A5 - }{f S0 2 (50 - () - } (44) —
¢ 720
ou
V5 o1 N + termos de outras poténcias em X.
v,
Sa s, Deste modo:
¢ 3 5 x Lx 7SL°
v [Lavs, 7 (V31 (Y ) - e taem AR (412)
Sa 6 360\ a 15120\ a Zx
+ E a comparagio de (A12) com (A6) permite ver que
V1 aE 7 (N s (Y a identidade (A1) pode ser verificada poténcia por
ﬁ(?") {LT’EEL 360( L) ’15120(7L) J""}J’ - “5 .
G poténcia de x.
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Solugdes da equacéo de difusdo de calor em regime transiente: Aprendendo matematica com diferentes métodos de solucéo

Apéndice B

Consisténcia da solug¢ao obtida pelo método de

Laplace.

aT(x,t 2T (x, t
Calculando as derivadas ét ) e af; ) da

solugdo (35) ¢ direto verificar-se que T(x, ) satisfaz
a equagdo de difusdo. Adicionalmente, T (x.0)

precisa satisfazer a condicdo inicial, TG, ) =T,
quando t vai a zero, o que ¢ evidente na solugdo.
Da mesma forma a condigdo de contorno T(0, )=
T3 ¢ obtida fazendo-se x=0 nesta expressdo. Para a
posicdo x=L temos que:

2n+1)L 2L
T(Lt)=T, +2WZ {J 2avt ‘“Zdu—Lm”e‘“Zdu] (BI)

ou,

_ (n+1)L nl|
T(Lt)—T, =AT E { erf(——— o - erf(a—ﬁ}_
AT lim N {erf{LL_F DL erf(—nL } =AT lim ¥ -

N—ea vt  aft)  new N

n=0

Onde:

Iy = —erf(0) + erf(aiﬁ) erf(a{) (%) et

rene () o o)+ o (o)

(B3)

De maneira que no limite em que N =

: _ (N+1)L
IimXYy = lim erf{] ——— | =1 o»
N—co N—2o avt
e T(Lt)=T, +AT =T,

de contorno para esta posi¢ao.

que ¢ a condigdo
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